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Resumen

Se estudian los estados cuénticos pentapartita GHZ y W-Class en un marco de refe-
rencia no inercial. Se exploran sus propiedades calculando las negatividades de los enredos
de las biparticiones 1 — 4, 2 — 3 y 1 — 1, también las medidas de entrelazamiento residual
total geométrico y aritmético 75 y Il5, y ademés la entropia de von Neumann. Se ilustra
graficamente las diferencias existentes entre estos tipos de estados. Se encuentra que todos
los enredos antes mencionados, asi como las medidas de entrelazamiento total residual
son dependientes del observador, que las funciones que las describen decrecen méas rapi-
damente entre méas aumenta el niimero de ciibits no inerciales. Pero, se observa que atin
en aceleracion infinita exisistird una pequena cantidad de entrelazamiento. Se finaliza con
la comparaciéon del comportamiento de la entropia en los diferentes estados estudiados y
se nota que aumenta la inestabilidad de los sistemas en un marco de referencia no inercial
con respecto a sistemas de 3 y 4 cubits entrelazados. En general se aprecia una mayor ro-
bustez del entrelazamiento en estados GHZ que en los W-class, pero una mayor cantidad

por parte de los sistemas cuanticos GHZ.

Posterior a esta primera aproximacion al problema de la degradaciéon del entrelaza-
miento en un marco de referencia no inercial, se estudié el comportamiento de estados
GHZ con n = 3,4,5,6,7,8 cubits entrelazados. Para esto, fue analizada la forma de los
estados GHZ y de sus respectivas matrices de densidad y se encontré que en el marco
de la aproximacion de modo tnico los exponentes de los términos exponenciales siguen
con regularidad un patrén. Esto permitié generalizar algunos de los resultados en las me-
didas de entrelazamiento de los estados GHZ en un marco de referencia no inercial. De
tal modo que, se confirma que estas medidas son dependientes del niimero de ctbits no
inerciales, asi como de un parametro r € [0, 7/4] asociado con la aceleracion a € [0, cc.
Las negatividades N;_(,_1) cumplen con ser siempre iguales para un nimero de ctibits no
inerciales ¢ fijo, siempre que exista al menos un cubit inercial entre los (n — 1) modos
(ctbits) no inerciales. El entrelazamiento residual total se puede aumentar hasta la can-
didad cos®(r), aumentando el nimero de ctbits inerciales (n — 0o), para un nimero fijo

q de observadores no inerciales. Haciendo uso de este tltimo resultado se infiri6 que el
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méximo entrelazamiento usando estados GHZ que se puede lograr aumentando el nimero
de cubits inerciales que den soporte a los no inerciales es menor al 10 % con ¢ = 4 y menor
al 1% para ¢ > 7. Con esto se advierte sobre las precauciones que se deberan tener en
consideracion en la implementacion de las tecnologias cuanticas que dependan del entre-
lazamiento como recurso primario. Por tltimo, en el contexto del estudio de los sistemas
GHZ n-partita, también se logro deducir una expresion para calcular la entropia de estado
GHZ en un marco de referencia no inercial de n cibits entrelazados con g observadores no

inerciales, bajo la condicién de que uno de sus cubits se inercial (¢ < n).



Abstract

The GHZ and W-Class pentapartite quantum states in a non-inertial frame are stu-
died. Their properties are explored by calculating the negativities of the bipartitions 1 —4,
2 —3 and 1 — 1, also the whole residual entanglement measures geometric and arithmetic
75 and Il5, and also the von Neumann entropy. It is illustrated graphically the differences
between these types of states. It is find that all the aforementioned entanglements, as well
as the measures of whole residual total entanglement are dependent on the observer, that
the functions that describe them decrease faster as the number of non-inertial observers
increases. But, it is observed that even in infinite acceleration there will be a small amount
of entanglement. It ends with the comparison of the behavior of entropy in the different
states studied and it is noted that the systems are more unstable in regard with cases with
3 and 4 entangled qubits. In general, a greater robustness of entanglement is observed in
GHZ states than in W-class states, but a greater amount on the part of GHZ quantum

systems.

After this first approximation to the problem of the degradation of the entangle-
ment in a non-inertial reference frame, it is studied the behavior of GHZ states with
n =3,4,5,6,7,8 entangled qubits. The form of the GHZ states and their respective den-
sity matrices was analyzed and it was found that within the framework of the single mode
approximation the exponents of exponential terms follow a pattern. This allowed to gene-
ralize some of the results in the measures of entanglement of GHZ states in a non-inertial
frame. In this way, it is confirmed that these measures are dependent on the number of
non-inertial qubits, as well as on a parameter r € [0, 7/4] associated with the acceleration
a € [0, 00]. The negativities Ni_(,—1) fulfill with being the same in GHZ states with equal
number of non-inertial qubits ¢, as long as, there is at least one inertial qubit among the
(n — 1) modes (qubits) no inertial. The whole residual entanglement can be increased up
to the quantity cos?¥(r), by increasing the number of inertial qubits (n — oo), for a fixed
number ¢ of non-inertial observers. Using this last result, it was inferred that the maxi-
mum entanglement using GHZ states which can be achieved by increasing the number of

inertial qubits that support non-inertials is less than 10 % with ¢ = 4 and less than 1%
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for ¢ > 7. This indicates the precautions that must be taken into consideration in the
implementation of quantum technologies that depend of entanglement as a main resource.
Lastly, in the context of study of the GHZ n-partite systems, it was also possible to deduce
an expression to calculate the GHZ state entropy in a non-inertial reference frame of n
qubits entangled with ¢ non-inertial observers, under the condition that one of its qubits

must be inertial, i.e. (¢ < n).
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Capitulo 1

Introduccién general

1.1. Planteamiento del problema

Hoy en dia es més y méas una realidad las tecnologias cuénticas, donde el entrelaza-
miento es el principal recurso para llevar a cabo las tareas de informacién cuéntica de
teleportacion, cifrado cuantico y de codigos superdensos (Bennett et al., 1993; Bennett
et al., 1997; Bouwmeester et al., 2011). Las aplicaciones en el procesamiento de la infor-
macién cuantica involucran el uso de particulas, donde un marco de referencia no inercial
induce una decoherencia en los sistemas cuénticos que no es despreciable (Ramzan, 2012).
Este problema es estudiado por la informacion cuantica relativista (QRI por sus siglas
en inglés), teoria en la que se fusionan conceptos de gravitacion, teoria de campos y
computacion cuantica (Qiang et al., 2019). Hay que mencionar que existen importantes
contribuciones en este campo respecto a sistemas tripartita y tetrapartita (Torres-Arenas
et al., 2019; Dong et al., 2019). De acuerdo a estas referencias, el entrelazamiento no des-
vanece aun en aceleracion infinita. A razéon de la importancia y auge de los sistemas de
comunicacion y de redes cuanticas es importante estudiar y caracterizar el entrelazamiento
en sistemas multipartita en marcos de referencia no inerciales, en particular los que son

de mayor interés que son los sistemas maximamente entrelazados GHZ y los parcialmente

entrelazados W-class (Wei et al., 2022).
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1.2. Justificaciéon

En fechas recientes se esta viviendo toda una carrera a nivel mundial por demostrar la
supremacia cuéntica, en octubre del ano 2019 Google anunci6 el éxito de haber logrado el
calculo de una secuencia de verdaderos ntumeros aleatorios que para la mejor de las compu-
tadoras cléasicas le habria llevado 10,000 anos resolver, al mismo tiempo IBM asegur6 que
esta noticia fue toda una exageracion pues ellos afirman poder hacer el célculo en solo tres
dias por medio de una optimizacion, a pesar de esto, en IBM reconocen que en Google
van por buen camino y que solo es cuestion de tiempo para que por medio del aumento en
el nimero de cubits la computadora Sycamore no tenga rival clasica (Lichfield, ). Como
se puede hacer ver, el computo cuantico ha levantado el interés de muchas personas y
empresas en todo el mundo, por ejemplo, en China se estan invirtiendo cerca de 10,000
millones de dolares en investigaciones relacionadas al computo cuéntico, en EUA 1,200 mi-
llones de dolares y en toda Europa se invierten 1,100 millones de dolares. Tales cantidades
de recursos se gastan puesto que las computadoras cuanticas amenazan con poder desci-
frar cualquier tipo de encriptacion, prometen poder simular sistemas quimicos de muchos
atomos y en general resolver los problemas intratables por el computo clasico (Marimar-
Jiménez, ). Por esto mismo los avances cientificos y tecnologicos de investigaciones como

esta traeran un gran beneficio para la sociedad.

1.3. Pregunta de investigacion

.,Como son las medidas de entrelazamiento de estados GHZ y W-Class de sistemas

cuanticos pentapartita en un marco de referencia no inercial?

1.4. Hipotesis

Las medidas de entrelazamiento residual total aritmético 75 y geométrico [ [, permiten
calcular y graficar el entrelazamiento como funcién de un parametro r € [0, 7/4], por lo

que podemos cuantificar el entrelazamiento en aceleracion infinita
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1.5. Objetivos

General

= Investigar el entrelazamiento en sistemas pentapartita en marcos de referencia no

inerciales a fin de describir su comportamiento y valores criticos.
Especificos

» Estudiar el estado del arte de sistemas cuanticos en marcos de referencia no inerciales

para aprender sobre la forma en que se abordan este tipo de problemas.

= Proponer un sistema pentapartita en un marco de referencia no inercial que sirva

para estudiar su entrelazamiento.

= Realizar experimentos computacionales del comportamiento de sistemas pentaparti-
ta en marcos de referencia no inerciales para conocer la relaciéon entre el entrelaza-

miento y la velocidad relativa de los ctbits del sistema.

1.6. Contextos y delimitacion

Este proyecto de investigacion se contextualiza dentro del marco tedrico de la inves-
tigacion basica en el area de la informéatica cuantica relativista. Donde las tecnologias
cuanticas han ido evolucionando y exigiendo una mayor comprension y control de los sis-
temas cuénticos para su uso en fines tecnologicos. El entrelazamiento que es uno de los
principales recursos cuénticos, necesario para la implementacion de una gran mayoria de
los protocolos y de los algoritmos cuanticos, es sujeto a un proceso de degradacién del
debido a la perspectiva de los observadores inerciales que lo miden. Por ello, es necesario
conocer los limites de este desvanecimiento.

A la fecha hay importantes aportaciones en este terreno, estas basadas en el uso de una
aproximacion de modo tnico, la que es una buena aproximacion para hacer este tipo de
investigaciones, siempre y cuando una serie de requisitos se cumplan. Los trabajos en los

que se basa esta investigacion incluyen el estudio de sistemas de 3, 4 y 5 ciibits entrelazados,



CAPITULO 1. INTRODUCCION GENERAL 4

donde se analizan las medidas de entrelazamiento: negatividad, entrelazamiento residual
total y la entropia, todas estas consideradas en un marco de referencia no inercial.

El enfoque de esta investigacion es una exploracion que se da desde la perspectiva de
las ciencias de la computacion, sin embargo, se tiene en consideraciéon dar seguimiento a
todas las ciencias duras en las que este tema esta fundamentado, tales como: la mecénica
cuantica, la relatividad y la teoria de campos. Luego con base en las experiencias y resul-
tados aportados por otros autores, es que se tiene que delimitar este trabajo al caso de 5
cubits entrelazados. Esto con el fin de cubrir adecuadamente todos los menesteres propios

del programa de doctorado en el que es desarrollado.



Capitulo 2

Marco tebdrico

2.1. Mecanica cuantica

En esta secciéon se desarrollaran de una manera breve todos los conceptos necesarios
para sustentar el trabajo de tesis que aqui se presenta. Se habla de la mecanica cuantica, asi
como de la informética, la relatividad y la teoria de campos. En la seccién de la mecanica
cuantica, se revisan las definiciones basicas en las que se sustentan los conceptos de vector
de estado y matriz de densidad. Durante la seccién de informatica, se estudian las nociones
del concepto de informacion. Luego, en la seccion de relatividad se exploran las bases de
los conceptos de marco de referencia y se ve porque las leyes de la fisica son dependientes
del observador. En la secciéon de la teoria de campos se presenta una revision de las bases
de teoria donde se fusionan la mecanica cuéntica y la relatividad, de donde surge la teoria
de los espinores. Para finalizar este capitulo, se mencionan a groso modo conceptos tales
como el efecto Unruh y la aproximacion de modo tinico. Estas ideas, son la piedra angular
de este trabajo, ya que establecen un marco de trabajo para poder entender la dindmica

de los sistemas cuanticos en los marcos de referencia no inerciales.

2.1.1. Las propiedades cuanticas de la materia

La teoria cuantica de la materia considera fenémenos que suceden a escala atomica.

A estas escalas hay mucha sensibilidad por parte de los objetos interactuantes, incluso la
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interaccion con la misma luz crea grandes cambios. De hecho, al iluminar un electrén para
saber donde se encuentra; los fotones de luz lo golpean con un impulso p = % y el electron
sale volando para quién sabe donde. Esto se enuncia en el principio de incertidumbre

(Llano, 1996).

AxAp > (2.1)

h
3
Esta ecuacion es una ley que nos dice que si se idea la forma de conocer con mayor pre-
cision la ubicacidon de una particula, entonces aumentaré la incertidumbre en la cantidad
de momento y al revés, si se logra conocer con mayor precisiéon la cantidad de momen-
to, entonces aumentara la incertidumbre en la localizaciéon de la particula, dando como
resultado no poder saber con precision déonde esta el electron.

Multitud de experimentos demuestran la precisiéon de la mecénica cuantica. Se dice que
la mecanica cuantica es correcta en todo el universo y es igual a la mecanica clasica cuando
las dimensiones de los sistemas son macroscopicos. En mecénica cuéntica los sistemas
exhiben el fenémeno de la cuantizacion, que es el hecho de dar la apariencia de que las
cantidades observables como energia, posiciéon, etc. no pueden ser continuas, sino que
llegan a ser discretas. Solo existen en un especie de malla, donde los espacios intermedios
quedan prohibidos. Por ejemplo, un electréon en un atomo estéd confinado a orbitar una
region circundante al atomo, como si paredes infinitamente altas lo separaran del resto del
universo y no lo dejaran salir. Ademéas del principio de incertidumbre y la cuantizacion
diversas leyes fisicas y naturales tales como la conservacion de la energia, el momento lineal,
angular y principios simétricos de invarianza hacen su apariciéon con mucha intensidad a
estas escalas (Sundermeyer, 2014).

De los cursos de mecénica teérica podemos inferir que los sistemas fisicos clasicos
macroscopicos que se pueden describir como funciones de las variables posicién, momento

y tiempo F' = F(q,p,t) cumplen que su derivada con respecto al tiempo es

ﬂ_@_F,+6_F_+a_F@ (22)
dt  0Oq 8pp '
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Luego, haciendo uso de las siguientes relaciones consideradas como leyes de la fisica
OH
q [
Ip
OH (2.3)
p= _a_q
donde H es el Hamiltoniano del sistema. Llegamos a
dFF  OF0H O0FO0H OF
—— = — 5t & (2.4)
dt 0q Op  OJp Oq ot
que para cuando F' no depende del tiempo, da pie al concepto de corchete de Poisson.
OFOH OFO0H
FH = ——8r — ——— 2.5

Esta ecuacion concentra todas las propiedades asociadas de lo que se sabe acerca de la

realidad fisica de nuestro universo (Garcia, ). En particular importa porque cuando las

funciones conmutadas son ¢ y p lo que tenemos es

0 1) (&
— (24 o9 9
{a,p} (aq 8p) o) e
» (2.6)
0 1\ (o0
{q7p}=<1 0) =1

-1 0 1

que significa que el corchete de Poisson {¢, p} no conmuta.

De la misma manera en mecanica cuantica el corchete de Poisson es descubierto median-
te la experimentacion cuando por medio de la primera cuantizacion se asocian magnitudes

fisicas a operadores Hermiticos (de la Pena, 1996), por ejemplo:

(2.7)

{e.p} =1—=1[Q:, P] = {Q a%} = —ih

Esta ultima es la ecuacion de Max Born que saca a relucir la cantidad 7, una constante en

mecanica cuantica que impone el limite minimo para QP — P(Q). Lo que matematicamente
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sugiere el entrar en el terreno de las operaciones matriciales, donde es comin que

AB— BA#0 (2.8)

iVamos!, todo esto significa que la mecénica cuéntica es una generalizacion de la me-

canica clasica.

2.1.2. Sistemas cuanticos

Algunos conceptos en mecanica cuantica son presentados de una manera muy informal
a manera de no ser repetitivo con respecto a las fuentes tradicionales.

Piense en una méaquina de canicas (M) (ver figura Fig. 2.1) con seis cajas dentro de
esta. Las cajas estan conectadas mediante tuberias. Las flechas indican la direcciéon que

las canicas toman cuando se abren unas compuertas que estas tienen.

Figura 2.1: Esquema de la maquina M. Las flechas representan la di-
reccién que las canicas seguiran si se abren unas compuertas que estas
tienen. Imagen adaptada del ejemplo 3.1.1 en la Ref.(Yanofsky and Ma-
nucci, 2008).

Se puede llenar M con 27 canicas con en la figura 2.2. Esta configuracion es llamada

Ch.
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Figura 2.2: Esquema de la méquina M donde se han llenado estas cajas
con 27 canicas. Imagen adaptada del ejemplo 3.1.1 en la Ref. (Yanofsky
and Manucci, 2008).

Entonces, se abren las cajas para que las canicas canicas avance a través de las tuberias

de M. Esta cambia su configuracion a la que nombramos Cy (ver figura Fig. 2.3).

0 [Ty

Figura 2.3: Esquema de la maquina M donde se muestra el estado de
M luego de que se ha permitido el paso de las canicas a través de las

tuberias.

Es decir, que M cambia de la configuracion C a la configuracion C\.

6 0
2 0
1 12
— (2.9)
5 5
3 1
10 9

Es posible describir a la maquina M por medio de la matriz M, ;.
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m-g g QW e

- 0 0O o o o
co oo~ oo
o~ oo oo 0O
oo o o o O
— oo oo o o
c oo~ oo H

esto se logra poniendo un 1 en la entrada (i,j) de M, ; siempre que una caja i esté
conectada por una tuberia a la caja j o con ella misma. Por ejemplo, la entrada (3,1)
tiene 1 ya que la caja B tienen una conexién con C'.

Después de esto es posible recuperar la configuracion Cs haciendo

Mm-C’l = CQ (210)
o, en forma matricial,
000O0O00O0 6 0
000O0O0O0 2 0
010001 1 12
= (2.11)
000100 5 )
001000 3 1
100010 10 9

Arriba, es mostrado como describir un sistema discreto por medio del formalismo ma-
tricial. Los sistemas cuanticos también pueden ser descritos de esta manera. Donde, el
comportamiento de los sistemas cuanticos es modelado por medio de matrices que son
llamadas operadores, por ejemplo, a lo largo de esta explicacién se define al operador A.
Este operador actia sobre un vector columna (al que llamamos vector de estado, sea por
ejemplo |1;)), el cual cambia al vector de estado |/;) en un nuevo vector de estado |1);)

(Yanofsky and Manucci, 2008). Por tanto, esto puede ser escrito como

Al = |¢y) (2.12)
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donde A transforma la configuracion |¢;) en la configuracion |¢);) de la misma forma que

M, ; transforma C en Cs.

2.1.3. Eigenvalores y eigenvectores

Para una simple explicacion de todo el contexto que se da en la mecanica cuantica se
hace uso de una propiedad conocida como espin, aunque se debe mencionar que existen
muchas otras mas. El espin es un momento angular intrinseco de los electrones que tiene
dos posibles configuraciones, espin T y espin |. Puede ser visto en el experimento del
Stern-Gerlach cuando un haz de electrones pasa a través de un campo electromagnético
homogéneo. Este haz es deflectado hacia dos direcciones opuestas por su interacciéon con

el campo. (ver el esquema de la Fig 2.4).
VA
1
Beam of electrons /
L Gatherer
\ screen
1

Figura 2.4: Esquema del experimento del Stern-Gerlach. Imagen adap-
tada de la seccion 14 del blog de Armando Martinez: la-mecanica-

cuantica.blogspot.com

Las mediciones de un sistema cuantico se pueden usar para construir un operador cuéntico
que represente a esta propiedad, esto por medio de poner las posibles mediciones a lo largo
de la diagonal de la matriz. Asi de esta manera, es que este operador es llamado observable.
Por ejemplo, con los resultados discretos 1 y | en el experimento del Stern-Gerlach, el

operador observable es

. 1 0
7 = (2.13)
0 —1
donde se codifica T y | como 1 y —1 respectivamente. Estas mediciones son llamadas

también son llamadas eigenvalores del operador Z. Los eigenvalores
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{Ai} estan relacionados con los engestados {|v;)} por medio de
Al = Ail¢n) (2.14)

donde, esta formula es una simetria en los sistemas cuanticos que permite una remarcable
simplificaciéon de los problemas en mencanica cuéantica (Lemus and Hernandez-Castillo,
2015).

Los eigenestados son las posibles configuraciones que puede tomar un sistema. Para
entender mejor esto, recordar las configuraciones C y Cy que se representaban por medio
de vectores columna. Un eigenestado es una representaciéon abstracta de uno de los estados
en los que puede estar el sistema, por esta razéon, un eigenestado y un eigenvalor estan
relacionados, pero estos no son iguales. Es decir, recordando otra véz la maquina de canicas
M, el estado es una configuracion del estado interno de un sistema. Esta configuracion
es la que esta relacionada con las variables del sistema. Pero la configuraciéon no es una
variable.

A manera de resolver los eigenestados de un observable A , la ecuacion caracteristica

se debe resolver. Para Z, los eigenvalores son {1, —1} y sus eigenestados son

0) = 1) = (2.15)

donde la notaciéon de Dirac es usada en el lado izquierdo, lo cual es comtn en mecénica

cuantica.

2.1.4. El vector de estado

Los sistemas cuanticos son demasiado fragiles, tanto que con solo mirarlos estos son
alterados. ;Cémo puede ser medido algo que no puede ser mirado? Para resolver este
problema, en la mecanica cuantica, el paradigma es que siempre que se mide un sistema
cuantico, es posible medir cualquiera de los posibles estados en que el sistema pueda estar.
Veamos como funciona esto con un ejemplito: imagine un intercambio de regalos, donde

se acuerda que los posibles regalos seran: bufandas, guantes y tazas. Tu recibes tu regalo
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dentro de una bolsa con un mono. ;Qué hay dentro de la bolsa? Desde la perspectiva de la

teoria, el regalo es una superposicion probabilistica de los tres regalos (ver la figura 2.5).

&)=|R) B )+ ®)

Figura 2.5: Representacion pictérica de la superposicion de los estados
cuénticos del sistema “intercambio de regalos” |a|?, |3]* v |v|* son las

probabilidades de obtener cierto regalo.

Luego, cuando miras dentro de la bolsa, se dice que la funcién de onda probabilistica co-
lapsa en la forma del regalo que te toco. Esta es solo una manera de modelar los problemas
no deterministas en mecanica cuantica, nadie ha dicho que fisicamente el regalo sufra una
transmutacion de materia.

La superposicion de los posibles estados que un sistema puede tomar es lo que es
llamado vector de estado. Por ejemplo, en le caso del haz de electrones en el experimento
del Stern Gerlach, el sistema cuantico espin-electrén puede estar en cualquiera de los

siguientes estados.

[tho) = |0) el espin del electrén es 1
[ty) = [1)el espin del electrén es |

|2) = )+

) podria ser cualquiera de los estados

1
0 1
70+ 75
[ths) = \/; |0) + \/;H) es muy probable que el espin del electron sea |

(2.16)

1 4
[thy) = \/; |0) + \/; |1) es casi seguro que el espin del electron es |

donde, todos los ejemplos mostrados son vectores de estado. Los valores a la izquierda son

amplitudes de probabilidad de los eigenestados.

2.1.5. La matriz de densidad

Ahora estamos interesados en encontrar la distribucion de probabilidad p(x) de el

espectro de los posibles valores que el sistema puede tomar. Esta distribucion estéd dada
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por la matriz de densidad p. Esta es una generalizacion de p(z) del mundo clasico. Para
el caso del sistema espin-electron del ejemplo, se puede proponer alguna de las posibles
matrices de densidad pz dado alguno de los vectores de estado de Eq. (2.16), por ejemplo,

tomemos (2.16), luego se tiene que multiplicar de la siguiente manera

) (] = <'O>¢+§ll>) <<0|¢+§<1|>

_10) (O] +10) (1] + 1) (O] + [1) (1] (2.17)
2

= py

donde el vector de estado [i7) es multiplicado por su transpuesto conjugado (¢z|. En
forma matricial pz es

11

2
Pz = (2.18)

N | —

1
2

Se aprecia que, sobre la diagonal de p, se leen los valores (3, 1). Estos son los valores de

272
probabilidad p(z) asociados a obtener 1 y —1 en el experimento del Stern-Gerlach (Mirar
en la imagen 2.6) (Martinez, 2009). Esto significa que la poblacion de electrones con espin
1y la de electrones con espin | son 50-50 % respectivamente. Esta es evidencia de que la

distribucion de probabilidad p(z) de electrones dentro del haz es (p(T) = %, p(}) = %), por

lo que habra tantos electrones proyectados hacia arriba como hacia abajo (ver Fig. 2.6)
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Figura 2.6: Espectro proyectado sobre una pantalla en el experimento
Stern-Gerlach. a) imagen que muestra la dispersion cuando ningtan cam-
po electromagnético esta presente. b) imagen que muestra el efecto de
activar un campo electromagnético no homogéneo sobre el haz de elec-
trones. Se puede ver que las poblaciones de electrones son simétricas en
el eje vertical. Imagen obtenida de la seccién 14 del blog de Armando

Martinez: la-mecanica-cuantica.blogspot.com.

Como se ha mostrado, los eigenvalores de un operador son las posibles mediciones
obtenidas en un experimento, de este modo, es natural decir que la distribucién de proba-
bilidad p(z) es la diagonal de pz. Sin embargo, se debe notar que pz no es lo mismo que

A~

Z, la primera es una matriz de densidad y la segunda es un operador.

2.1.6. Entrelazamiento

Se trata de un fenémeno en el cual las variables de dos o mas sistema fisicos quedan
correlacionadas tras interactuar. Esto significa que las variables de estos sistemas, que antes
eran independientes en todo sentido, después de interactuar predeterminan los posibles
estados del nuevo sistema. En aras de la claridad, si uno mide las variables cuénticas de

una parte del sistema cuéntico entrelazado, automéaticamente podré asegurar el valor de
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el resto de las variables del sistema cuéntico, a pesar de no haberlas medido.

El estudio de esta propiedad nace en el hecho de que hay sistemas fisicos tales como el
espin del electron que obedecen leyes de conservacion, que obligan al sistema a comportarse
de cierta manera, estadisticamente hablando. Sin entrar en tanto detalle, se sabe que en
un atomo de helio pueden orbitar dos electrones en su primer capa, éstos con sus espines
orientados como |1) y |}). Esto debido a la conservacion del momento de espin.

Se puede asociar a cualquier sistema cuéntico una funcién de onda que se expresa por
medio de un vector de estado en un espacio de Hilbert H. En el caso de dos electrones, se
habla de un ensamble donde una operacion tensorial conocida como producto directo (®)
(Yanofsky and Manucci, 2008) define las posibles combinaciones de los estados [1) y |})

de la siguiente manera

(2.19)

donde se ha ignorado la ley de conservacién del momento angular. De forma genérica las

funciones de estado que se pueden formar con estos vectores base son de la forma

1) = c0,0[0) @ [0) + co,1[0) @ [1) + c10 (1) ®[0) + c11|1) ® 1) (2.20)

Esta funcion de estado lo que expresa son las combinaciones posibles donde en el dtomo

de helio, hay

Un electron eq con espin T, mientras el electron ey tiene espin 1, o

Un electrén e; con espin T, mientras el electréon e; tiene espin |, o

Un electrén e; con espin |, mientras el electron e, tiene espin 1, o

Un electrén e; con espin |, mientras el electréon es tiene espin J.
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Sin embargo, debido a la conservacion del momento angular, no todas las combinacio-
nes son permitidas (Sakurai and Napolitano, 201) y el vector de estado para un par de

electrones reales orbitando alrededor de un atomo de helio es

) = o1 ]0) @ 1) + c10]1) @ |0) (2.21)

Puede suceder que el sistema cuéntico formado por los dos ctibits en el atomo de helio [cibit
= electron| se separe y uno de los electrones se vaya a vagar por el espacio. El electron en
el atomo de helio y el electron errante se dice que estéan entrelazados si sus espines logran
conservar la orientaciéon con la que quedaron configurados, tras su interaccion dentro del
atomo de helio. El electréon errante podria cruzar una distancia similar a una unidad
astronomica |el tamano de la via lacteal. Y si nada lo perturb6 en su camino, se dice
que este ultimo y su compartiero, todavia dentro del helio, siguen entrelazados. Se debe
comprender que el fenémeno del entrelazamiento surge en la teoria cuantica como efecto
secundario de la naturaleza no determinista de los eventos, es decir, cuando los electrones
estan entrelazados en el atomo de helio, realmente no se sabe cuél electréon tiene qué
espin, esto es lo que expresa la funciéon de estado cuando superponemos los estado base
del sistema bipartita [01) y |10). Luego cuando se hace la medicién de uno de los cibits,
el resultado permite saber de manera determinista el valor del espin de la contraparte
entrelazada.

A razon de la opacidad observada en la literatura y en el estado del arte respecto a la
definicién de entrelazamiento se propone la siguiente:

El entrelazamiento es un fendmeno que se da en la teoria cudntica donde las leyes de
conservacion de la fisica incrementan abrumadoramente la probabilidad de detectar ciertos

estados en sistemas cudnticos bipartita.

2.2. Medidas de entrelazamiento

El entrelazamiento es un recurso muy fragil y tiende a perderse debido a la interaccion

que pueda tener con el ambiente. Es tema abierto en la investigaciéon en computo cuantico
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encontrar maneras de medir el entrelazamiento y como regenerarlo (en inglés se usa el
término distillation para buscar acerca de este tema). Respecto a la medicion, existen sobre

todo criterios para valorar el entrelazamiento y su cantidad. Entre muchos los siguientes:

La desigualdad de Bell.

La concurrencia.

El criterio de la transpuesta parcial positiva.

El entrelazamiento de formacioén.

La negatividad.

El entrelazamiento residual w-tangle.

La entropia.

La gran mayoria de estas medidas de entrelazamiento solo sirven para sistemas bipartita.
Para sistemas de tres o mas ctbits se suelen calcular el entrelazamiento bipartita entre los
componentes del sistema. En menos palabras, no existe un método que mida directamente
la cantidad de entrelazamiento en un sistema como un todo entrelazado de todos sus
cibits. Lo que se suele hacer es deducir éste |el entrelazamiento multipartita] a partir
de la diferencia que hay respecto a la suma de todos los entrelazamientos bipartita, por
ejemplo el entrelazamiento residual m-tangle aprovecha la desigualdad de Coffman-Kundu-

Wooters para este fin (Coffman et al., 2000a).

2.2.1. Negatividad

Una matriz de densidad tiene asociada una distribucion en el espacio fase, esta se
obtiene mediante la transformada de Wigner. Sin embargo, esta distribucion revela zonas
de probabilidad negativa que clasicamente son prohibidas por la teoria de la probabilidad.
Por tal motivo existe una formulaciéon en mecénica cuantica que aprovecha esta propiedad
de los sistemas cuanticos para caracterizar y medir el entrelazamiento cuantico en sistemas

bipartita (Case, 2008). La negatividad se obtiene a partir de los eigenvalores negativos de
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la transpuesta parcial de la matriz de densidad de un sistema cuéantico (Vidal and Werner,

2002; Li et al., 2016). Una expresion explicita es la siguiente:

N
Nue =llofll = 1=23 I3 (222
i=1 "

La norma de la traza de una transpuesta parcial p’4 de un estado mezclado bipartita
pap esencialmente mide el grado al cual p™ falla ser positiva, lo que constituye ser una
version cuantitativa del criterio de separabilidad de Peres (Peres, 1996), es decir, es una
forma de saber si p4p es separable y por consecuencia no cuantica, sino clésica.

Con la féormula anterior podemos encontrar las negatividades de los enredos 1-1, 1-4
y 2-3 de los sistemas pentapartita correspondientes a 1,2,3,4 y todos los observadores en
un marco de referencia no inercial. Esto es mediante expresiones de la siguiente forma

(Manriquez-Zepeda et al., 2022):

aBydén

N
Negsan = 1Sl = 1=2D" 10, |
=1

N
Te _
Naﬁ,%n = ||paﬁ€y§7]|| -1= 22 ’)\pTa@ | (223)
i=1

aByon

N
Nag =llo5sll =1 =23 i,
i=1 ¢

2.2.2. Entrelazamiento residual total

Otra medida que se ha propuesto para la cuantificacion del entrelazamiento es el prome-
dio algebraico enredo-7. En (Coffman et al., 2000b; Oliveira and Ramos, 2010) se propone
un sistema tripartita p4pc donde se dice que los enredos A y B, mas los enredos entre A
y C, no pueden ser més grandes que los enredos entre A y el par BC'. Esta desigualdad
es tan fuerte como puede ser, en el sentido de que para cualquiera valores de los enredos
que satisfagan la correspondiente igualdad, uno puede encontrar un estado cuantico con-
sistente con aquellos estos valores (Coffman et al., 2000b). Esto significa que una medida
del entrelazamiento puede ser obtenida a partir de un sistema como un todo, en contraste

a la negatividad, que depende del par de observadores que estan midiéndose.
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En un sistema pentapartita esta medida se obtiene por medio de calcular los entrela-

zamientos residuales siguientes:

TA = NEX(BC’DE) - Nf\(B) - fo(C) - NEX(D) - NEX(E)
B = N?B(ACDE) - Né(A) - Né(C) - NJ%(D) - Né(E)
TCc = Ng‘(ABDE) - N%(A) - Ng*(B) - Né(p) - Ng’(E) (2.24)
mp = Npscey — Now) — Now) — Noey — Nb)

TE = N)%(ABC’D) - NJZE(A) - Né( NJZE((J) NQ(

luego con estas ecuaciones somos capaces de calcular el entrelazamiento residual total

enredo-75 y Il5 a partir de la siguiente formula:

A+ T+ Te+7p+ T
5

(2.25)

Ty =

Ademés, existe la propuesta alternativa, el entrelazamiento residual total enredo II5,
que a diferencia de la anterior que es un promedio aritmético, este es un promedio geomé-
trico.

1
5

5 = (74 7 7o Tp-TE)> (2.26)

2.2.3. Entropia

La entropia tiene al menos tres interpretaciones. La primera es la de la termodinamica
clasica que surge de la pericia y anélisis critico y riguroso de investigadores como Clausius y
Carnot que discernieron entre las evidencias experimentales que la entropia es una funcién

de estado termodinamico similar a otras como son el volumen y la temperatura.

S=5(PV,T)

La segunda, es la version de la fisica estadistica que la define como el nimero de
microestados compatibles con la distribucion de energia sobre las particulas de un sistema

cuando este se encuentra en equilibrio termodinamico.
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S =k log(§2)

Sin embargo a mediados del siglo XX surge la aproximacion de ser el valor esperado
de la cantidad de bits necesarios para transmitir o almacenar informaciéon usando una

codificaciéon binaria.

H(z) = =Y p()log (p(x))

Esta suele ser interpretada como una medida de la incertidumbre de una variable aleatoria
en el sentido de tomarla como una medida de la sorpresa de conocer un nuevo valor en

eventos que son de naturaleza indeterminista.

2.2.4. Entropia en teoria de la informacion

La informacion en teoria de la informaciéon tiene el significado de ser el grado de
asombro de obtener un mensaje en particular a partir de un conjunto de posibles mensajes.
Es decir, se dice que si un altamente improbable evento ocurre, entonces se ha ganado
més informacion que si hubiera ocurrido uno ordinario (Brillouin, 1960). Una expresion

operativa de esta idea esta dada por

I = —log, (p(z)) (2.27)

Por ejemplo, suponiendo que una témbola tiene 2 pelotas rojas adentro, entonces si es

elegida una bola de dentro de la tombola, la informacion ganada es

2 pelotas rojas
082 (2 pelotas en total> 0gs(1) ( )

esto es, que no se ha ganado nueva informacion a partir del experimento porque el color
de cualquiera de las pelotas era conocido por adelantado, ya que no habia mas opciones.
Atn mas, en este experimento no hay manera de contrastar informacion, por lo que no se

puede proceder a construir un cédigo con los elementos de este sistema.
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Ahora suponga que hay una pelota roja y una azul dentro de la tombola. Esta vez, cuando

se elige una pelota de dentro de la témbola se tiene que

=1 (2.29)

7 | 1 pelota roja
=—1lo
&2 2 pelotas en total

Esta vez, si se ha ganado 1 bit de informacién. Informacién que puede ser usada para
conocer el color de la siguiente pelota sin tener que hacer otro experimento de sacar una
pelota de la tombola.

En este orden de ideas, observe que, el valor esperado de la expresion I para un niimero

grande de posibilidades es
BlI) =Y p(i)(m) = = > pli) log () (2.30)

donde, p; = n;/N es la probabilidad de un evento i. Nos preguntamos acerca del valor
de los resultados si hacemos este tipo de experimentos muchas veces. Un ejemplo claro es
adivinar la segunda letra de una palabra aleatoria en el lenguaje espanol. Donde el valor

promedio que se obtiene de esta informacion es

Hy = —p,logy pa — pylogy pp — - -+ — p.logy p, = 4.04 bits (2.31)

donde se ha etiquetado al resultado de este valor esperado con H, en alusiéon a la entropia
de von Neumann (H = ) p; log,(p;)). Si se da la pista de que la primera letra de tal palabra

es una zeta, entonces la segunda letra de una palabra en espanol queda restringida a ser

[P NP [T3h]

a”, “0” o “u”(ya que palabras con “ze” y “zi” al principio son muy escasas ). Luego entonces,

Hy = —pglog, po — pologs po — Py logy py = 0.91 bits (2.32)
después de esto, podemos hacer una diferencia de las informaciones,
I = —(Hy — Hy) = 3.13 bits (2.33)

donde, se dice que se ha ganado esta cantidad de informacién gracias a la pista.
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La entropia mide el grado de variabilidad de los elementos de un sistema, de modo que

la informacion puede ser definida como

[=—(H,— H) (2.34)

A manera de hacer mas comprensible esta explicaciéon vamos a suponer un lenguaje,
donde las palabras pueden ser codificadas con solo 3 bits y exhiben la siguiente distribucion

de probabilidad p(z) mostrada en la tabla 2.1

Tabla 2.1: Codificaciéon de una fuente de informaciéon Informacion obtenida del ejemplo

1.1.2 en la Ref. (Cover and Thomas, 2006).

palabra | codeword | p(z)
mi 000 | 1/2
ma 001 | 1/4
me 010 1/8
mo 011 | 1/16
mu 100 1/64
pi 101 | 1/64
pa 110 1/64
po 111 | 1/64

Pero, se requiere transmitir mensajes de la manera mas 6ptima posible a través de un
canal de comunicaciones que ahorre recursos tanto como se pueda. Esto es posible con el

siguiente codigo mostrado en la tabla 2.2).
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Tabla 2.2: Codificaciéon 6ptima del diccionario mostrado en la tabla 2.1

palabra | codeword | p(z)
mi 0 1/2
ma 10 1/4
me 110 1/8
mo 1110 | 1/16
mu 111100 | 1/64
pi 111101 | 1/64
pa | 111110 | 1/64
po 111111 | 1/64

donde, el elemento més corto 0 es asociado a la palabra més usada “m7’ ya que esto ayuda
a compactar la mayoria de los mensajes. Asi, otras palabras del codigo son optimizadas.

El valor esperado de bits para transmitir mensajes con este codigo es,

1 1 1
Elbits] :5(1 bit) + —(2 bits) + 5(3 bits)+

! t, (2.35)
LRy A 6 bits) — 2 bi
16( bits) + o1 (6 bits) bits
Notar que 1 = log,(2), 2 = log,(4) y asi con los demas, i.e.
: 1 1 1
Elbits] =3 log,(2) + 1 log,(4) + 3 log, (8)+
! 4 (2.36)
— log,(1 —1 4) =2 bi
16 0g,(16) + el 0g,(64) = 2 bits
que es lo mismo que
1 1 1 1 1 1
(2.37)

L 1 4 LY o it
—logy | = | — =log, | — | =
16 °22\16) 61 %2\ 61 s
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donde la forma general de esta suma es el valor esperado

Elbits] = Zp log( )) (2.38)

Por tanto, la entropia en teoria de la informacion puede ser definida como el valor

medio de tamano 6ptimo de las palabras en un lenguaje.
H(n;) = Ellog(p:)] (2.39)

Este resultado es formalmente establecido como el teorema de la codificacion sin ruido de
Shannon. Este es una base muy importante en las ciencias de la informacion (Wilde, 2017;
Shannon, 1948).

Una cuarta definiciéon es la entropia de von Neumann, que transporta la idea de la

entropia de Shannon al mundo cuéntico.

= —gplog (p) = —;)\ilog <A1>

donde p hace referencia a las matrices de densidad que definen las transiciones de probabi-
lidad de los sistemas cuanticos y los A; son los eigenvalores de estas matrices de densidad
(von Neumann and Beyer, 1996; Bengtsson and Zyczkowski, 2006).

A fin de encontrar una reconciliacién de los términos se propone la siguiente definicion:

La entropia es la medida en la variabilidad de los estados o los elementos de un sistema
dadas las reglas que operan sobre éste por un tiempo.
Veamos un ejemplito: piense en su oficina donde trabaja. Cuando el de intendencia va a
arreglar la oficina él pone todas las cosas en los lugares apropiados. Digamos que, el de
intendencia guarda las plumas en el cajon del escritorio y las libretas en un estante. Luego
el de intendencia te dice que la oficina esta ordenada. Pero al cabo de los dias que vas a
trabajar vas dejando las plumas y las libretas junto a la computadora. Luego si un dia
alguien le pregunta al de intendencia donde se encuentran las libretas, el diria que éstas
estan sobre la repisa. Pero la situacion real es que la oficina evoluciono hasta el estado en

que las libretas y las plumas estan junto a la computadora. Ya sea que te conviene por
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optimizacion de tus actividades o porque eres una persona desordenada, se puede ver esto
como que existe fuerzas que operan dentro de la oficina que tienden a establecer un orden
en particular. Con la entropia se puede medir la diferencia respecto a este orden. Para
él de intendencia la entropia 0 significaria que las cosas estan donde él las acomodo, y la
entropfia 1 significaria que las cosas pueden estar en cualquier lugar de la oficina.

En teoria de la informacién lo podemos ver en el hecho de que la optimizacion en el uso de
los lenguajes siempre tiende a establecer los mecanismos mas eficientes de comunicacion.
Por ejemplo, la evolucion del lenguaje tiende a simplificar expresiones como «pues» a
«pus» o «entonces» a «tonsy, asi mismo, una complicada descripcion de buen animo y
felicidad se puede expresar simplemente como «:D», lo que simplifica y eventualmente
puede servir para optimizar el almacenamiento y transferencia de informacion entre las
personas.

Estudiamos el entrelazamiento de los sistemas pentapartita en marcos de referencia
no inercial por medio de la entropia ya que es bien sabido que los estados puros de un
sistema cuéantico suelen tener menor entropia que partes del sistema (Wilde, 2017), lo que
es util en la caracterizacion del grado de entrelazamiento de los sistemas pentapartita ya
que la aceleracion de las particulas tiende incrementar la generacion de los estados de
antiparticula por lo que la traza parcial sobre estos estados tiende a producir matrices de
densidad més mezclada, en otras palabras, los estado son cada vez mas clasicos y por ello

aumenta el valor de la entropia del sistema conjunto.

2.3. Relatividad

2.3.1. Marcos de referencia no inerciales

299,792,458 m/s (c) es la velocidad de la luz, aunque suele aproximarse a 3x10% m/s.
La luz es nuestro medio de comunicaciéon més importante, pues permite la transferencia
de informacién a esta increible velocidad. Sin embargo, ¢ es una velocidad limite dentro
del basto universo con leyes de la fisica invariantes para todos los observadores. Esto es,
de alguna dos observadores inerciales con distintas velocidades relativas deberian resolver

medir la misma magnitud ¢ a pesar de ser observadores relativos. O sea, si hubiera un
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observador en un marco de referencia M R; con velocidad relativa respecto a otro ob-
servador en un marco de referencia M Ry a exactamente 0.9999¢, uno pensaria que estos
observadores estarian a solo una fracciéon del calculo de la velocidad de la luz midiendo su
diferencia con respecto a ella como de solo 29979.2 m/s (107 km/h), técnicamente cual-
quiera podria ir mas rdpido que un rayo de luz con solo subirse a su automévil y acelerar
un poco, pero sirva dejar claro que no es lo que pasa, sino que en realidad, atn en estas
circunstancias ambos observadores miden ¢ como la velocidad de la luz (Hartle, 2021).
Reflexione un poco sobre como podria ser esto cierto. Para entender lo que pasa hay que
ver que estamos acostumbrados a un mundo euclideo, donde 1 metro siempre es un metro
y 1 segundo siempre es un segundo. Pero como los experimentos hasta el momento parecen
confirmar la constancia de ¢ tenemos que la constancia de las mediciones previas son las

que se tienen que ver modificadas ante el cambio de un marco de referencia inercial.

2.3.2. Transformaciones de Lorentz

En la figura 2.7 se ilustra mediante un diagrama de Minkowski nuestro marco de
referencia y el de un observador inercial a 0.33c, el diagrama de Minkowski es una re-
presentacion del espacio-tiempo donde se considera al tiempo como una coordenada mas.
Por otro lado para bien de la simplicidad se suele graficar solo una de las coordenadas

cartesianas, en este caso .
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Figura 2.7: Ejes color negro. Descripcion grafica de nuestro marco de referen-
cia (LABFRAME). Ejes color rojo. Descripcion grafica del marco de referencia

de un observador con velocidad 0.33c.

Obsérvese en la figura 2.7 que hay dos ejes de color rojo con etiquetas ct’ y x’. Estos
corresponden al marco de referencia con velocidad 0.33c. Esto es asi porque la velocidad
relativa entre nuestro marco de referencia M R; y el marco de referencia a 0.33¢ es modelado
como la deformacion del espacio euclideo M R,. Mas atn, en azul se muestra la méxima

velocidad alcanzable, o sea c. De este modo dos marcos de referencia pueden medir la

misma c.
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Figura 2.8: Tlustracion de la medicion de la velocidad de la luz por parte
de dos observadores inerciales cada uno en su marco de referencia. Las lineas
en gris son las mediciones correspondientes en el LABFRAME. Las lineas
verdes corresponden al marco de referencia con velocidad relativa diferente a

la nuestra.

Asimismo en la figura 2.9 se ilustran los efectos de la contraccion de las longitudes
y la dilatacion del tiempo producto de las transformaciones relativistas entre marcos de
referencia inerciales. Como podemos apreciar en la figura 2.9 la longitud del vector verde
mide en el nuestro marco de referencia 179,803 km. mientras que en el marco de referencia
rojo el espacio ocupado es de 0 metros (contraccion de las distancias). Por otro lado el
tiempo transcurrido en el vector verde en nuestro marco es de 0.5 segundos, mientras que
para el marco rojo se dice que han transcurrido 5.7 anos (dilataciéon del tiempo)(Tipler,

2014).
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Figura 2.9: Tlustracion de un vector verde en el espacio de Minkowski.

Las transformaciones de las que se habla son las transformaciones de Lorentz, éstas

son

2 = y2® — 4Bzt
(2.40)

- —'y/@xo + ’yxl

1

iz

estas resuelven mateméticamente los tiempos y las distancias que los observadores en

donde v = yﬁz%.

otros marcos de referencia miden en funciéon de lo que se mide en el LABFRAME. A pesar
de que pudiera parecer que este tipo de fendémenos solo se pueden apreciar al hablar de
naves espaciales viajando a velocidades cercanas a la luz, lo cierto es que la teoria de
la relatividad tiene importantes aplicaciones en fenomenos de caracter cuantico (White,
1992).

Hay que dejar claro que lo que cada observador mide en su marco de referencia (tiempo
o longitud) es un objeto tan real como cualquier cosa en nuestro espacio-tiempo y que
sus propiedades realmente no estan cambiando por el hecho de cambiar de marco de
referencia. Es decir, si un viajero dentro de un tren en movimiento (v#0) mide el tamano

de un paquete de galletas y obtiene un resultado, deberia ser cierto que el observador
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estatico (v = 0) al medir el paquete de galletas desde su posicion obtuviera el mismo
resultado (Smith, 1978). Para intentar aclarar la paradoja se puede hacer uso de un vector
en el espacio tiempo de Minkowski. Esto porque del teorema de Pitagoras sabemos que
si tenemos un vector en el espacio tiempo podemos obtener su magnitud a partir del

producto interno consigo mismo (ecuacion (2.41)).

A-A=|A (2.41)

donde

A = 2%y + 2te (2.42)

0

y donde los superindices en 2%, 2! no significan potenciacion, sino que, son parte de la

notacion en relatividad que significa

2=t
I‘l =T
(2.43)
2’ = Y
=z

Entonces hacemos A - A para el observador en el marco de referencia con velocidad

relativa a la nuestra

A-A=2"e, - 2%ey
(2.44)
=271, ey

donde se aclara que

ve; =Y a'e (2.45)
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es la notacion de Einstein para sumatorios. Ademés de que los productos

€ € = Gij

Finalmente el producto A - A queda

= 22" goo + V2" g1y (2.46)

/ / ! I
= 202" —l—xl xt

donde en este paso se hace uso de la métrica en el espacio-tiempo de Minkowski cuyos

términos g;; son (Emam, 2021):

Joo = €9 - €9 = —1
gor=¢€g-€e1 =0
(2.47)

gio=-¢e1-e =0

gii=¢er-e =1

Por lo que, al calcular la magnitud de un vector tenemos:

~@OP o+ (@ = (000 = B+ 200%] + P () + () — 28a)

V=A== (B - D))= 2(1-pY) [+ ()]
siendo esto igual a 1

(2.48)

El significado de esta ecuacion es que lo que se mide en un marco de referencia prima es

igual a lo que se mide en nuestro marco de referencia.

2.3.3. Linea de mundo de un observador acelerado

Cuando se habla de un observador acelerado se quiere decir que éste aumenta conti-
nuamente su velocidad y eventualmente alcanza la velocidad de la luz c. En el diagrama
de Minkowski la linea de mundo de este tipo de observador es como se ilustra en la figura

(2.10).
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Figura 2.10: Linea de mundo de un observador acelerado en un espacio-tiempo

de Minkowski.

Este es el marco de referencia no inercial al que se someten objetos sujetos a la atraccion
gravitacional o bien particulas atraidas por fuerzas nucleares. Estos son llamados obser-
vadores no inerciales. El efecto percibido por estos, serfa como caer dentro de un cubo de
elevador sin informacion alguna sobre el exterior. El observador en estas condiciones esta-
blece su posicion —continuamente cambiante— como su marco de referencia inercial. Con
estas ideas se debe comprender que este tipo de observadores pueden describir y descubrir
las leyes de la fisica tal y como nosotros las conocemos en nuestro marco de referencia,
incluso miden la misma velocidad de la luz ¢ que nosotros.

De alguna manera todos los marcos de referencia inerciales ven el mundo tal y como
nosotros lo percibimos, a pesar de que todos calculamos la misma velocidad de la luz,
esto es nada intuitivo. Por esta razon el punto de partida en el estudio del espacio-tiempo
es la métrica, que nos brinda las conversiones necesarias para escalar apropiadamente las
magnitudes entre marcos de referencia. En el caso del observador acelerado ésta se resuelve

comenzando por analizar lo que se conoce como el “elemento de linea”.
ds? = (—=1)(dz®)? + (1)(dz")? = (=1)(dz")? + (1)(dz")? (2.49)

donde 2° = ct, la linea de mundo del LABFRAME, x' = z, el eje x comin y los términos
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-1 y 1 corresponden a los términos gog y ¢g11 respectivamente.

Asi entonces, calculamos un vector de cambio sobre la curva de la linea de mundo
de un observador acelerado. A este vector se le nombra cuadrivector u (ver figura 2.11).
Este es una cuadrivelocidad en el sentido de que se deriva con respecto del tiempo (7) del

observador acelerado —que esta dilatdndose continuamente por efecto de la aceleraciéon—.

ct
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Figura 2.11: Tlustracion de un cuadrivector velocidad. Este es tangente a la

linea de mundo de un observador acelerado.

Es buen momento para presentar el concepto de comévil. Un observador comovil es aquel
observador inercial cuyo marco de referencia es instantaneamente igual a un observador
no inercial. Este concepto se usa como un recurso analitico para estudiar al observador
acelerado por medio de observadores comoéviles tangentes a la linea de mundo de un marco

de referencia no inercial (Garcia, ).

Para la derivacion de las ecuaciones de movimiento de un observador acelerador deri-

vamos las componentes de un vector en el espacio-tiempo.

dect dz
_ g 2.50
U ir ey + ClTel ( )
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Si se calcula u - u se obtiene
U-U = cﬁe —|—£e cﬁe —|—£e
== \Tar " gt dr ° ' dr !
, [ dt 2+ dz\?
= —C _ _—
dr dr

donde se usaron los términos d;; = e; - e; = g;; obtenidos de la métrica.

(2.51)

Por otro lado el elemento de linea ds? que debe ser igual en ambos marcos de referencia

nos dice lo siguiente

ds* = —c*dt* + da* = —c*dr? (2.52)

Esto es asi porque un cuadrivector velocidad es también la pendiente que se forma de un
cierto avance en el eje x entre un cierto lapso de tiempo en el eje ct, lo cual se definid
como la linea de mundo del observador en el marco de referencia con velocidad distinta

a la nuestra. Por lo que decimos que el vector u no tiene componente z’. Asi pues si se

dt? dz?
e (E ) + (ﬁ ) _ ¢ (2.53)

que es exactamente lo mismo que se obtuvo en la ecuacion (2.51), por lo que se concluye

divide entre dr se tiene

que

2 (2.54)

I
1S
I
|
)

La cuadri-aceleracion en el espacio-tiempo es un vector sobre el eje x’ pues la direccion
de movimiento y de aceleracion es la misma. De esta manera el cuadrivector aceleracion

es ortogonal al cuadrivector velocidad (ver figura (2.12)). Por lo que

(2.55)

IS}

IS

I
o
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Figura 2.12: Tustracion de los cuadrivectores aceleracion y velocidad en el
espacio-tiempo. En el marco de referencia de un observador comoévil con velo-

cidad constante estos vectores son ortogonales.

La aceleracion de la que estamos hablando y la conocida por toda fuerza central es una

cantidad cuya magnitud es constante, esto quiere decir que

2 (2.56)

S
IS}
I
Sy

a® = constante, de este modo

ca = (a’ey +a'ey) - (a’ey + a'ey)

— _(a0)2 4 (a1)2

IS

(2.57)

No confundir el hecho de que en el marco de referencia acelerado, el vector aceleracion es
siempre colineal; esto se debe a que en dicho marco la direcciéon de los vectores directores
esta cambiando de direcciéon continuamente mientras aumenta de velocidad el observador
(Smith, 1978). Por otro lado, en el marco de referencia en reposo (LABFRAME) las cosas

se miden usando una base de vectores ortogonales fija.
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Una soluciéon para la ecuacion obtenida (2.57) es

a? cosh?(br) — a*sinh®(br) = a® (2.58)

0 sea que

a’ = asinh(br)

(2.59)
a' = acosh(br)
o du’ . dut _ ,
Recordemos que a” = e ya = e A partir de esto integramos para obtener u
T T
du® , 0o a
— = asinh(br) — v’ = —cosh(b7) + A
du? a (2.60)
—— = acosh(br) — u' = —sinh(b7) + B
dr b
y luego mediante la relacién ¢ - ¢ = —c? veremos cuanto vale b.

c-c=—u")?+ (u)? =— (% cosh(br) + A>2 + (% sinh(b7) + A>2

2

2
= _2_2 cosh?(br) — sinh?(br) | — A% + B* + 7“ (—Acosh(br) 4+ Bsinh(br))

~~
igual a 1

(2.61)

Pero como esta ecuacion debe ser siempre una constante, no puede existir ninguna depen-

dencia, por lo que, se escogen A = B = 0 !. Esta eleccion conlleva a
B BN A (2.62)

Sustituyendo b en las ecuaciones de la dinadmica, solo resta obtener las ecuaciones de

'En realidad se puede resolver también si A = sinh(b7), B = cosh(br), produciendo un resultado que
es practicamente igual.
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movimiento.

2
ct=< sinh(gT) +A

¢ ¢ (2.63)
integrando

a' = acosh(gT) ——u =c sinh(g7 P COSh(gT + B)
c c a c

0 integrando

a = asjnh<g7—) SR W0 = ¢ COSh(gT) integrando
¢ C

) integrando

donde estableciendo las condiciones iniciales (7 = 0, 2) producen A =0y B =z — <. Y

a”

las ecuaciones de movimiento para un observador acelerado quedan como

2

ct=" sinh(gr)

a c

2 . 2 (2.64)
x = — cosh(—-7) + <:c0 — —>

a c a

Despejando cosh(27) y sinh(27), elevandolas al cuadrado y restandolas se combinan estas

ecuaciones paramétricas, es decir

coshz(gT) - sinhz(gT) =1

‘ ‘ 2.65
ar  axg 2 a?t?\? (2.65)
(o) ()
Luego, resolviendo para x(t) se tiene
2 2 +2
() =ao— S+ Sy [14 (a— ) (2.66)
a a c

cuya grafica se muestra a continuacion.
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ct

Figura 2.13: Gréfica de la ecuacion (2.66). En la gréafica se han hechoa = ¢ =1

y g = 5.

Como se puede ver en la grafica (2.13) las ecuaciones paramétricas describen una curva

hiperbolica con vértice en zy (Kaufmann et al., 1977).

2.3.4. Coordenadas de Rindler

En el espacio de Minkowski se vio al elemento de linea

ds? = —c*dt* + da? + dy* + d2° (2.67)

esta es una magnitud escalar infinitesimal del espacio-tiempo. Es perfectamente valida
entre cualesquiera marcos de referencia inerciales. Pero si se tiene que describir desde
el LABFRAME magnitudes como la longitud y el tiempo transcurrido en un marco de
referencia no inercial, se requiere obtener la métrica en el espacio-tiempo de Rindler.

Lo primero que se requiere hacer es desplazar zy = % en las ecuaciones (2.68). Lo que
se estd logrando de esta manera es que el eje 2’ de cualquier observador acelerado pase

por el origen de coordenadas de nuestro marco de referencia (ver figura(2.14)). Esto con
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el fin de facilitar los célculos mas adelante (Wald, 1984).

2
. a
ct = — sinh(—7)
¢ ¢ (2.68)
c
x = — cosh(-7)
a c
ct
A ct'
1.0s
Xl
0.5s e,
€1
I T T TR G
(@] O U (9} (8] (8]
o M N O© m O
A Mg 6 ® o
o O o o -

Figura 2.14: Ilustracion del eje 2’ de un observador comévil tangente a un

. 2 . .
observador acelerado. Notar que haciendo xg = <- el eje x cruza nuestro origen

de coordenadas.

Usando las ecuaciones paramétricas Ec. (2.68) evaluamos en el evento en el espacio-

tiempo ubicado en (0, 1), esto es, el momento en el que el tiempo en el LABFRAME y en

el marco acelerado son igual a cero y la posiciéon es x = 1.

2
a C

Con esto se restringen las ecuaciones paramétricas a solo un marco de referencia M R1 que

pasa por x = 1.

ct = sinh(cm) (2.70)
2.70

x = cosh(cm)
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Repetimos este ultimo movimiento pero para un marco acelerado que pase por x=2 (M R2).
Quedandonos las ecuaciones restringidas al observador que esta a la distancia z = 2 de

nosotros.

ct = QSinh(ETg)
2 (2.71)
T = QCOSh(ﬁTz)

Luego, es posible asociar las Ec. (2.70) y (2.71) mediante la siguiente observacion. Si

dividimos % obtenemos:

ct = xtghen (2.72)

Y si se hace lo mismo para el marco acelerado M R2 tenemos

ct = xtgh gTQ (2.73)

de modo que la condicién para que estén vinculados los diferentes marcos de referencia a

nuestro LABFRAME es que,

tgh ng =tghecm

- (2.74)
— = CT1
2
o bien, generalizando para cualquier marco de referencia inercial
c
T =-1 (2.75)
r

siendo T el tiempo propio en M R1, r el valor de x al tiempo cero y 7 el tiempo propio de
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un observador acelerado arbitrario.

De este modo las ecuaciones paramétricas son:

ct = r sinh(cT) (276)
2.76
x =r cosh(cT)

Finalmente para llegar a la métrica y al elemento de linea en el espacio de Rindler

simplemente se calculan los Jacobianos de la transformacion.

t
Cot = 8_060 + @el = rcosh(cT)eg + rsinh(cT)e;
ocT" " ocT (2.77)
O O e — sinh(eT)ep + sinh(cT) |
e, = o €g o e1 = sinh(cT)eqg + sinh(cT)e;

de donde usando las Ec. (2.47) se calculan los elementos de la métrica.

2
goor = €cT €7 = T

gor = gy =0 (2.78)

g1y = €r - €p = 1

de donde se obtiene para el elemento de linea.

ds* = —r?c?dT? + 1dr® (2.79)

El espacio de Rindler es la versiéon no inercial del espacio de Minkowski, por lo que
este elemento de linea sirve para obtener transformaciones similares a las de Lorentz que
relacionan al marco de referencia inercial con el no inercial (Garcia, ). Para los fines de este
trabajo, tener una nocion de la relatividad es crucial para comprender el efecto Unruh.
Este ultimo siendo el causante del desdoblamiento de los modos de frecuencia del estado
base |0) y del primer excitado |1) en el espacio de Minkowski en modos de frecuencia de

Rindler en las regiones I (de particula) y II (de antiparticula) (ver figura 2.15). |[En teoria
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cuantica de campos, un modo de frecuencia es el equivalente al estado puro de un sistema

cuantico, donde se consideran los efectos relativistas. |

Figura 2.15: Lineas de tiempo de un marco de referencia no inercial. Se han
dibujado dos asintotas a las curvas ¢t para indicar que es imposible que un
rayo de luz desde la regiéon I pueda en algiin momento en el el futuro tocar

algin evento de la regién I1.

Se dice que I y I estan desconectadas casualisticamente, esto es, que no es posible
intercambiar informacion de una region a la otra. Esto se debe a que un rayo de luz
emitido desde cualquier evento sobre las hipérbolas puede ser emitido desde una region
hacia la otra, pero debido a las propiedades geométricas de estas curvas dicho rayo pasa
asintoticamente respecto a los eventos de la otra region. De modo que no hay manera fisica

de interconectar eventos entre estas dos regiones (Emam, 2021).

2.4. Teoria de Campos

Se trata de una formulacion de la fisica de nuestro en la que se supone un universo
como un continuo de entes excitables que estan interconectados unos con otros. Como
ejemplo piense en un estaque de agua quieto, que reacciona ante el golpe de una piedra

que lo perturba y excita todos los puntos de su superficie. Al principio, la popularidad de
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este concepto fue de gran utilidad en teorias como el electromagnetismo, la elasticidad,
la dindmica de fluidos y la relatividad, esto debido a que una teoria de campos permite
describir la evoluciéon de un campo fisico, asi como las interacciones con el entorno y
consigo mismo (Garcia, ).

Un prototipo de un teoria de campos en una dimensiéon en el caso particular de un
sistema de resortes anclados en serie es como se muestra en la figura (2.16). Notar que los
puntos rojos se pueden mover en cualquier direcciéon, de modo que los resortes se pueden
elongar o comprimir. Las distancias a es la separacion que tienen los puntos rojos cuando
los resortes estan relajados y las ¢; son las distancias que se estiran o comprimen los

resortes segun corresponda cuando los puntos rojos se han desplazado.

\ &

a

Figura 2.16: Tlustracion de un conjunto de resortes que ejemplifican el proto-

tipo de un campo en un medio mecéanico.

El prototipo de campo con soporte mecanico se modela fisicamente por medio del siguiente

Lagrangiano.

_m o K 2
L= 5 ;% D) Z(%‘—H — ) (2.80)

]

Donde £k es la constante de los resortes y m la masa de cada punto rojo. Se puede hacer
la siguiente observacion basada en la figura (2.17). Si contamos las masas en una region
de 2a unidades vemos que sumamos 2m, luego es facil ver que la densidad de masa es
p = m/a. Si procedemos de la misma manera para cualquier longitud se puede ver que la

densidad siempre es la misma.
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Figura 2.17: Tlustracion que facilita el notar que la densidad de masa de este

prototipo es de p = .

Como un punto rojo cualquiera en medio de dos resortes es jalado por las fuerzas de
restauracion de los dos resortes se habla de una tensiéon promedio 7 = ka en lugar de una
fuerza ka.

Sustituyendo estas relaciones tenemos
p ™ [ Aq 2
—_— 'A2 — —_— —
L=a E <§> G- —a E <2> ( p, ) (2.81)

Donde se ha introducido un 1 = Z—z en el segundo término para poder despejar después el
valor a que queda a la izquierda del segundo término.

Los indices i hacen referencia a los puntos, de modo que, se puede ubicar la posicion de
cada punto rojo por medio de la operacion za, donde la ubicacién del i-esimo punto rojo
seré i veces a. Admitiendo esto y modelando nuestro prototipo como algo més abstracto,
en particular, una versiéon del mismo donde la distancia a entre cada punto rojo se estreche
tanto que ésta sea infinitesimal nos lleva a proponer la siguiente asignacion.

11—
(2.82)
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Quedando el Lagrangiano definido como

2 2
p [0 T [ 0¢
L= [de{=(—=]| —=| = 2.83
/ ‘”{2((%) 2((% (2.83)
Para simplificar atin mas esta expresion se hace explicito por medio de un anélisis de

unidades que p = 7/v2.

t
[densidad p] = [ THETos }

longitud

longitud
[fuerza 7| = [masa| | ———
tiempo?
longitud
fuerza v |  |Mmasa- o ooe (2.84)
densidad p| e
fuerza T ]  [longitud?
densidad p| | tiempo?
T
—

de este modo la ecuacion del Lagrangiano se vuelve

11 (00\?> 1 [06\°
= =\ =\ 2.
L /de[%ﬂ(at) 2(8x (2.85)
Luego tomando el caso especial v = ¢

L= [dv 5100 - @.0] (2:86)

Aqui se ha identificado el Lagrangiano como un invariante de Lorentz, por lo que se hace
valido el analisis sobre el prototipo que se estaba haciendo para el caso mas general que es
la ecuacion de onda, razon por la cual se ha prescindido de la cantidad 7, es decir, desde
esta perspectiva los desplazamientos horizontales de los puntos rojos ahora son oscilaciones
en la amplitud de una onda (Garcia, ).

Usando notacion relativista se tiene

1
L= / de 3 [0000°¢ — 010" ¢] (2.87)
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Donde se ha cambiado la parcial con respecto a t por la parcial con respecto al indice 0,
lo mismo con parcial con respecto a x que se ha llevado a su forma de parcial con respecto

al indice 1. Luego de compactar con notaciéon de Einstein queda,

L:/&%@@W¢ (2.88)

El término dentro de la integral se trata de la densidad Lagrangiana para un campo
escalar sin masa. Se ha obtenido a partir del prototipo de un campo escalar y abusando

de la comparaciéon con la ecuaciéon de onda. La ecuacion

0,60" 6 (2.89)

es la ecuacion de Klein-Gordon para el caso particular de un campo escalar libre de masa
(Soper, 2008).

Esta ecuacién como ya se mencioné es invariante bajo transformaciones de Lorentz, lo
que significa que lo que existe con una forma y dimensiones en cualquier marco de referencia
inercial, es de la misma forma y dimensiones en cualquier otro marco de referencia.

Tomamos las transformaciones
0¢p 2 e 0¢p 2
920 ) WW —h oz

06\ > o 06 \>
()=o)

que son las transformaciones de Lorentz aplicadas a las derivadas parciales del campo ¢.

(2.90)

Restando las ecuaciones Ec. (2.90) llegamos a

L= (1= B)7[(0w0)* - (0v9)’] (2.91)

1
donde 72 = 1—62, por lo que obtenemos que la ecuacion Ec. (2.91) en el sistema de
referencia primado es de la misma forma que la ecuacion Ec. (2.89).

Para llegar a la ecuacion de Klein-Gordon para campos materiales hay que expandir
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la ecuacion libre de masa, obtener el Hamiltoniano a partir de la densidad Lagrangiana

que se obtiene en el paso previo y resolver para la incognita de la energia.

L = 0,00"¢
L= [(9y9)* — (9r9)’] (2.92)
L =[O 9)* — (0w )]

Hasta aqui lo tinico que se ha hecho es expandir la ecuacion de Klein-Gordon y expresarla

en coordenadas cartesianas. Esta tltima expresion recuerda mucho a la métrica del espacio

de Minkowski, esto es, si hacemos las siguientes comparaciones.

Oy — dt
(2.93)
0, — dx
El Lagrangiano en fisica se utiliza como integrando en el funcional Accién.
SI = / Ld) (2.94)

El funcional Accion se usa regularmente para sumar todos los valores que toma una funcion
a lo largo de una trayectoria. Tiene la importante aplicacion de ser la guia para calcular
las geodésicas de un sistema fisico. Las geodésicas son el camino mas corto que sigue una
particula en un espacio-tiempo —el cual no es una recta—. La geodésica calculada por el
medio que sea es siempre la misma, ya sea que esta se calcule usando teoria de campos
o relatividad. Con base en este argumento se asume que el funcional Acciéon usando la
métrica de Minkowski es proporcional a un funcional Accién sobre la ecuacion de Klein-

Gordon (Susskind and Friedman, 2019). Esto es,

Slx(t)] = a/\/ c2dt? — dx?

Slz(t)] = a / J1- éfl—gcdt (2.95)
102

1

Slz(t)] :a/{ —§§+...}cdt
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Donde se ha hecho una aproximacion usando expansion en serie de Taylor en la tltima

linea. Luego,

av?

Sla(t)] = / {ca -5+ } dt (2.96)

C

Aqui se puede preguntar por el caso de una particula libre, en otras palabras, cuando
no existe ningtn potencial, el iinico término que aparece en el Lagrangiano es la energia

cinética. Esto es nos lleva a comparar términos.

——— = -—mv° = a=—mc (2.97)

quedando
(2.98)

Siendo el integrando la densidad Lagrangiana en términos de funciones reales. A diferencia

de la version en términos del campo ¢.
02
L=—-mc/1——= (2.99)

En mecanica teorica se tiene el importante resultado de que el momento de un sistema

fisico tiene la siguiente relacion con la métrica.

ov
Usando la densidad Lagrangiana (2.99) obtenemos el momento,
o omw
= = (2.101)
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de donde se puede despejar v con la siguiente forma.

2
SR S (2.102)

Luego usando la siguiente relacion entre el Hamiltoniano y el Lagrangiano.

E
H=pi—LE iz (2.103)

llegaremos a la siguiente ecuacion.
——=F (2.104)

Las ecuaciones del Hamiltoniano (2.104) y del momento (2.101) coinciden en la raiz, si las

igualamos vemos que tenemos la siguiente relacion.

mu_ me (2.105)

v =P (2.106)

Comparando las ecuaciones para v (2.102) y (2.106) vemos que

E = /P e (2.107)

Esta importante ecuacioén nos dice que una particula tiene energia por el simple hecho de
tener masa.

Ahora se vera el efecto de considerar valida esta ecuacién en teoria cuantica.

E = \/p?c + mct

E? —p*—mct =0

(2.108)
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En teoria cuéntica se ha identificado a la energia y el momento con los siguientes opera-

dores,
E— zhg
at (2.109)
—ih—
p— —i o

Asi que la ecuacién anterior queda como,

2 2
(ih%) — (—zh%) —mct =0 (2.110)

Esta ecuacion se puede multiplicar por ¢ por ambos lados y traduciéndola a a notacién

relativista se llega a

2
{auau (”%C) } —0 (2.111)
Cuyas solucion general es
o= [ dhtan + dlui) (2.112)

Esta es la ecuacion de Klein-Gordon con masa, cuyas soluciones se dice que son las corres-
pondientes a energias positivas y negativas en el sentido de que se corresponden a modos
de frecuencia positivos y negativos. Ademés los coeficientes a; y d; resultan ser los ope-
radores escalera en mecanica cuéntica, solo que aqui seran estrictamente conocidos como

operadores de creacion y aniquilacion (Schwartz, 2013; Garcia, ).

2.4.1. Espinores

Un defecto que Dirac senald en la ecuacion de Klein-Gordon es que esta tiene un

término en el tiempo de esta forma

9y 0" (2.113)
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que es una segunda derivada en el tiempo, lo que causa que la ecuaciéon de Klein-Gordon
no se pueda interpretar como una corriente de probabilidad.

En mayor detalle, otras teorias como el electromagnetismo, la cuantica y la relatividad
cuentan con ecuaciones que establecen que flujos de cargas, probabilidad o energia respec-
tivamente son cantidades conservadas. Lo que implica que no hay creacion y destruccion
de ninguno de estos entes, sino que, més bien estos se transfieren de sistema a sistema. En
la ecuacion (2.114) p es una densidad de carga eléctrica o de probabilidad y V- J es una
densidad de corriente de cargas eléctricas o de probabilidad respectivamente (Garcia, ).

op = =

op T 2.114
at+VJ 0 ( )

A la luz de que 9,0" es una ecuaciéon que vincula energia y momento como una sola

sustancia se puede decir que,

E=7p'c (2.115)

la componente 0y es en realidad la coordenada de momento 0 en el espacio-tiempo. Por
tanto Dirac noto lo siguiente de la ecuacion (2.108).
E? = 2% + m2ct
<p00)2 — (pl)QCQ + m204 (2116)
(pO)Q . (p1)2 — m202
En este punto el truco consistié en que Dirac hizo uso del algebra de Clifford, donde

existen matrices 7 y v! que cumplen

(Y1) = -1 (2.117)
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El interés de Dirac en estas matrices radico en que estas cumplen con el siguiente producto

(ay” + by") (an° + byt) = a® — b* (2.118)

Las matrices 7 se les conocerd como matrices de Dirac y a parte de las propiedades antes

mencionadas también se cumple que las matrices de Dirac cumplen que

(Y= (2.119)

Haciendo uso de esta algebra, la ecuacion ((2.116)) se puede expresar de la siguiente

manera.

(7°p° +7'p' + me)(°p’ +4'p" —mc) = 0 (2.120)

Escogiendo el segundo término para que cumpla ser cero, llegamos a la ecuacion de

Dirac.

[1Ay" 0, — mc]ip =0 (2.121)

donde se ha pasado a la funcién p a su forma de operador cuantico y como esta es una
ecuacion basada en matrices 1 es un vector, a diferencia de la ecuacion de Klein-Gordon
en la que se trataba solo de funciones escalares.

La ecuacién de Dirac corresponde a un nuevo espacio de Hilbert conocido como el
espacio interno. El espacio interno es un isomorfismo del espacio-tiempo de Minkowski
con sus propias transformaciones de Lorentz, donde sus objetos mateméticos son matrices

y como ya se menciond, estos cumplen el algebra de Clifford (Cartan, 1981).
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Las soluciones de la ecuaciéon de Dirac son espinores cuya forma es la siguiente

7"1p‘um/"

’lp(_'_) = (clul + CQUQ) € n

ﬁp‘um”‘

'z,b(f) = (c3v1 + cqva) € F

(2.122)

donde ™) y 4() son soluciones a la ecuacién de Dirac y son asociadas a la creacion de
pares particula y antiparticula. Y como es bien sabido la suma de soluciones es también

solucién.

71'1p‘u,z”’ ipy M

P = Z (cru,ﬂeT +dv. €77 ) (2.123)

Los espinores son relevantes para la teorfa de campos ya que a diferencia de los campos

escalares, los espinores toman en cuenta el espin de las particulas fermiénicas.

2.4.2. Efecto Unruh

Se trata de una consecuencia de que todo sistema de referencia en el universo tiene
su derecho propio a describir su marco como inercial y a eventualmente deducir todas las
leyes de la fisica tal y como nosotros en nuestro marco de referencia las conocemos. Recor-
demos la isotropia y homogeneidad del universo que se deduce de que cualquier observador
resolvera que la velocidad de la luz es de c. con esto lo que se intenta dar a entender, es
que no hay una situacion privilegiada en el universo a la cual anclarse y describir inequivo-
camente al resto de los marcos de referencia. Por esto, las transformaciones que se tienen
que hacer para describir a los sistemas de referencia no inerciales vuelven las leyes de la
fisica dependientes del observador.

En este sentido el efecto Unruh es un especie de efecto Doppler relativista que causa
dependiendo de la direccién del observador un corrimiento de los estados cuénticos. Esto
ademés esta conectado con el “bremsstrahlung” y la emisién de radiacién por parte de
cargas eléctricas desaceleradas. Asi, un observador acelerado montado sobre una particula
cargada vera que ésta no emite ninguna radiacion, mientras que en el LABFRAME se vera

la emision de modos de frecuencia —estados cuanticos— con distribuciéon de probabilidad
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térmica (Crispino et al., 2008).

Cuando se habla de la generacion de estados cuanticos se habla de la verdadera gene-
racion de particulas. Esto es normal en el formalismo de la teoria de los campos cuanticos
ya que trata sobre el estudio de la fisica de altas energias, que trata precisamente de la
generacion de particulas.

Retomando los operadores ay y &Z de la teoria de campos y viendo que en mecénica
cuantica estos permiten obtener cualquier estado de un sistema con solo actuar de manera

reiterada sobre algtin estado del sistema,

ag [e) = v/ |(n — 1))

(2.124)
a |ng) = vn+1|(n+ 1))

Ademés los operadores a; y d,t tienen otra gran propiedad que es que al multiplicarse

forman un nuevo operador.
Ni = alay (2.125)

Este nuevo operador es conocido como el operador nimero el cual en el caso del oscilador
armonico cuantico da el nivel de energia en el que se encuentra el sistema, pero para fisica
de altas energias se corresponde con el numero preciso de particulas en un sistema.

Con todo este coctel de ideas resulta razonable el argumento de que al acelerarse una
particula en el espacio-tiempo de Minkowski no es posible definir univocamente el concepto
de particula como un objeto inmutable. Ahora bien cuando un cibit es acelerado, la forma

de describirlo requiere de una transformacion de coordenadas al espacio de Rindler

t
cI' = angtgh (C—)
X

r=+/x2 — (ct)?

(2.126)

Sin embargo, esta transformacion al tener dos soluciones, una para un tiempo positivo y
otra para un tiempo negativo separa al espacio de Minkowski en dos regiones. Estas dos

regiones tiene cada una de ellas parte de las soluciones para la ecuacion de Klein-Gordon
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y como se requiere que la base sea completa nos vemos obligados a hacer la suma sobre
todas las soluciones, incluidas las de antiparticula. Esta situacion platea la dificultad de
estudiar los comportamientos cuanticos relativistas usando la teoria de campos cuanticos.
Ante tal situacion el efecto Unruh nos dice como son las transformaciones de Bogoliubov
entre los modos —ctubits— entre el espacio de Minkowski y el espacio de Rindler (Bruschi

et al., 2010), esto es:

8

Q,0rUQ R + QoL 1,)dS)

wQRUw M dw (2.127)

3

(0 oty ar)dw

||
c\ﬁc\

donde
1 [Qsinh(7Q .
alfl, = sinh )F(—ﬁeQ)(le)MQ
S VI " (2.128)

L 1 Q sinh(7w2)

Qo= NoroR F(ﬁaQ)(le)_ﬂEQ

estos términos « son las amplitudes de probabilidad por frecuencia que surgen de analizar
la evolucion en el tiempo de un sistema acoplado detector-campo donde un detector ace-
lerado tiene una interaccion con un estado de vacio (Asensio, 2019). En otras palabras, se

puede asociar un modo de vacié con una colecciéon de modos cuya distribucion sea termal.

po = ppo @ |0) (0| (2.129)

La observacion clave en este punto es que los modos de Minkowski u,, »s y los modos de
Unruh uq 1, y ug, r estdn definidos en todo el espacio-tiempo, ademas de que no involucran
la mezcla de modos y antimodos.

Como la definicién de particula en teoria de campos es dependiente del observador
tenemos que el observador de Rindler puede definir sus propios modos en su marco de

referencia. Es entonces cuando se puede hacer la conexion a estos modos por medio de los
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modos de Unruh.

uq r = cosh(ro)uq 1 + sinh(rq)ug, 1; (2.130)

uq,, = sinh(ro)ug ; + cosh(rq)ug,rr

Comparando (2.127) y (2.130) vemos que un modo monocromatico en la base de Rindler
corresponde a una superposiciéon no monocromatica en la base de Minkowski.

Como no hay una transformaciéon Lorentziana que nos lleve de Rindler a Minkowski se
opta por hallar una relaciéon entre las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon para el
espacio de Minkowski y las soluciones de Klein-Gordon desde la perspectiva del observador

acelerado. A saber,

= /(aw,Muw,M + aLMu;M)dw
Oy = /(AQJ%UQ’R + A}LRUB,R + Aq ruar + A}},Lu*QL)dw (2.131)

_ - -
or = / (aqruqr + ag jug 1 + agrruq rr + ag pug pr)dw

Asi mismo, hay relaciones para los operadores de creaciéon y aniquilacion.

o = [ (@) An + (k) A s)a0
0

Agr = / ol a, pdw (2.132)
0

o0
L
Aqr = / 00 O, v A
0
con la relacion entre los operadores de Unruh y Rindler,

aq,;r = cosh(rq)Aq r + sinh(m)AT
wr (2.133)

aq. 11 = cosh(rq)Aar + Sinh(TQ)A}LR

Todas estas relaciones nos brindan una manera de investigar como se relacionan los
estados de vacid y excitados entre las diferentes bases. En particular, el interés en este
trabajo radica en saber que le pasa a un ciibit en un marco de referencia no inercial, esto

es, ya que las bases de Unruh y Minkowski estan definidas en todo el espacio-tiempo y ya
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que estas no mezclan operadores de creacién y aniquilaciéon concluimos que comparten el

mismo estado de vacio. Siendo este
1002 = 100y = ] ] 100) s (2.134)
Q

En efecto, un cubit en base de Unruh se expande a una multitud de estados, lo cual no
es ningtn problema pues la probabilidad de obtener alguno de los modos esta dada por la

ecuacion del detector inercial.

Ayine = )\\/gé(Q + wy(1 —v)) (2.135)

Esta formula sale del uso del modelo para un detector de particulas Unruh-DeWitt. Esta es
una aproximacion teoérica que ha servido mucho para el estudio de los campos cuanticos.
Por medio de esta formula es que se sabe que para cibits inerciales la probabilidad de
detectar estados diferentes al ctbit original es cero (Socolovsky, 2013). Por otra parte, en

términos del espacio de Rindler,
00), = Z fa(n)Inq)[na) (2.136)

En este caso cada cuibit que no es inercial se expande a una superposicion de estados
con la base de un sistema bipartita (Fletcher and Toms, 2015). Esto es, para el caso del

cubit,
|OQ>M = cos(r) |OQ>1 |OQ>H + sin(r) |1Q>1 |1Q>U (2.137)

27Qc

1
donde cos(r) = (€7« +1)2.

La amplitud de probabilidad por frecuencia obtenida para el observador acelerado es

distinta de cero y esta dada por,

iQ .
Aw,acc = A &7167% <E) ‘ r ( nQ) (2138)
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por lo que efectivamente, los operadores de creacién actiian sobre los estados de vacio,

creando un cibit en la region II de Rindler (Crispino et al., 2008).

2.4.3. Aproximaciéon de modo tinico

En el estudio del entrelazamiento en marcos de referencia no inerciales, el campo es
considerado como un conjunto de modos de vacid, donde solo son validos dos de estos, los

cuales estan entrelazados en un estado de dos modos, es decir, como el estado de Bell

1
‘\IJ>M = E (|Ow>M ‘Ow’>M + ’1w>M ‘1w’>M) (2-139)

donde la M estéa asociada al espacio de coordenadas de Minkowski y w y w’ son indicativos
de dos estados distintos de dos distintas frecuencias. Dos observadores inerciales, Alice y
Bob, portan detectores monocromaéticos sensibles a las ya mencionadas frecuencias, esto de
manera respectiva. Ellos medirdn méaxima correlacion entre sus cubits, ya que el estado de
Bell es maximamente entrelazado. En este escenario, se hace no inercial a Bob y se pregunta
por efecto sobre el entrelazamiento de nuestro sistema. Para la descripcion adecuada de
la parte de Bob es necesario hacer un cambio de coordenadas a la base de Rindler. Como
esta transformacion expande los modos de Minkowski en un espectro de estados sobre las
cunas de Rindler, se recurre a la aproximacion de modo tnico para simplificar los célculos
(Asensio, 2019).

De la discusion vista en la secciéon anterior partimos de que el estado dado por la
ecuacion (2.134) es un squeezed state (estado apretujado) de excitaciones de Rindler sobre
el vacio de Rindler para cada (). Donde, €2 se supone muy estrecha, de tal modo que
se hace la aproximaciéon de decir que es un paquete de ondas muy monocromatico. En
seguida se requiere renormalizar los operadores de ascenso y descenso aq r, a1, a}h ;Y
ag)’H. Siguiendo las reglas de conmutacion que todos los operadores deben cumplir en

mecéanica cuantica nos conducen a tomar:

[Ag,r, AgZ,R] = [Aar, A;[Z,L] =1 Jaqy, a}z,[] = [aq,r1, a;rz,u] (2.140)
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con las conmutaciones entre operadores mezclados de R, L,I,II como desvanecientes.
En esta idealizacion de las frecuencias €2, la mayoria de los operadores de creacion de
frecuencias de Minkowski puramente positivas pueden ser descritas por medio de un a

combinacion lineal los dos operadores de creacion de Unruh, en la forma:
L= Al Al 2.141
Aoy = qriqr T drdo R (2.141)

donde qg y g, son ntimeros complejos que cumplen la relacion |qr|*+|qz|* = 1, y ajustando
también la condicion

laq.u, ady ] =1 (2.142)

La aplicacion de estos operadores de creacion sobre los estados apretujados Eq. (2.134)

produce
vn+1

sty 128 (2.143)

aIZ,U 00)y = Z fa(n)
n=0

con | %) = gz [na);[(n+1)a)r +qrl(n+ o)y nir)
donde, en los estudios en los que esta basado este trabajo se ha tomado a g, =0y qr = 1.
Esta eleccion rompe la simetria entre las cunas de Rindler.

La justificacion para hacer uso de la aproximacion de modo tnico es que la distribucion
Gont = / (0 o) Aa.p + (0F o) Aq 1) (2.144)
0

es estrecha en Q. El problema viene de que los términos (2.128), que vienen a ser una
transformacion entre los estados de Minkowski y Unruh, no son estrictamente estrechos

en 2. De este modo, cuando se habla del estado

1
V) = 7 (100) 1 1002) + [1w)ar [10)1y) (2.145)

donde, los estados correspondientes a {2 son estados de Unruh. Luego, en este caso se tiene
presente que las frecuencias de €2 son iguales a las de Rindler.

Después de expresar los modos de Bob en la base de Rindler, por medio de usar los
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operadores de creacion de Unruh que se mostraron parrafos arriba, se llega a la expresion:

n 1= [tanh"(rg)
pAR—Q;[Cosh(m)} 0n) (On| +

n+1
s~ (laal? [100+ 1)) (10 +1)] + [z [ 1n) (1n]) +
cosh”(rq)

P (gl 1104 1) (On] + g | tanh(re) 10} {0n + 1) +
- n n anh(rg) [1n) (On
cosh(rq) r i o

términos
Hermitianos

\/(n—l— 1)(n+2)

cosh?(rq)

qrq; tanh(rq) |1(n + 2)) (1n| + conjugados
fuera de la
diagonal

(2.146)

Esta expresion es lo que resulta de no hacer uso de la aproximacién de modo tnico, por
lo tanto es una expresion mas general de la matriz de densidad de un estado de Bell en
marcos de referencia no inerciales.

Se debe entender que los estados estrechos de Minkowski y Unruh que se estan usando
son una idealizacion, ya que deberian ser entendidos como paquetes de onda en un estre-
cho rango continuo de frecuencias. Sin embargo, a pesar de las aclaraciones, bajo ciertas
condiciones, tales como considerar el paquete de ondas estrictamente Gaussiano, que la
estadistica de los operadores de creacion tiene funciones de peso desparramadas (smeared)
y que la frecuencia w es tan estrecha como sea posible, entonces la aproximaciéon de modo
tnico efectivamente recupera los resultados obtenidos por todos los estudios previos del

entrelazamiento en marcos de referencia no inercial en sistemas bipartita (Bruschi et al.,

2010).



Capitulo 3

Desarrollo y metodologia

En esta seccion se comentaré la metodologia que sera llevada a cabo para alcanzar los
objetivos que se mencionan en el Capitulo 1. El tema propuesto esta ubicado dentro de lo
que se denomina ciencia bésica, por lo que se recurre a la metodologia de la investigacion
cientifica teodrica. La investigacion tiene como base trabajos previos sobre el estudio del
entrelazamiento en sistemas tetrapartita tales como “Tetrapartite entanglement measures
of W-class in noninertial frames” (Torres-Arenas et al., 2019) y “Tetrapartite entanglement
measures of GHZ state with uniform acceleration” (Dong et al., 2019).

Se desarroll una exhaustiva revision del estado del arte y las bibliografia basica aso-
ciada a estos temas a fin de tener la capacidad de hacer las adecuaciones pertinentes para
aplicar la metodologia usada en sistemas de tres y cuatro cibits en sistemas de cinco
cubits.

En esta investigacion se proponen dos importantes sistemas pentapartita, uno maxi-
mamente entrelazado (estados |GH Z)) y uno parcialmente entrelazado (estados |W)) y se
aplicaron las metodologias usadas en investigaciones previas donde se analizaron sistemas
de tres y cuatro cubits. A lo largo de la investigacion se hacen la comparacion de las
medidas de entrelazamiento entre estos sistemas.

En ambos sistemas multipartita se modela un ensamble de cinco cibits por medio de
su matriz de densidad, la que es sometida a la transformacion de coordenadas de Rindler.
Esta estrategia permite analizar el sistema por partes, ya que se tiene que trazar sobre

las regiones inaccesibles en el espacio de Rindler. Ademés el modelo permite describir

62
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el entrelazamiento como una funcién de un parametro r asociado a la velocidad de los
observadores. De este modo es posible calcular el entrelazamiento para las distintas confi-
guraciones de apareamiento de ctubits en marcos de referencia no inerciales por medio de
las férmulas de entrelazamiento; enredo 1-1, enredo 1-4, enredo 2-3, residual aritmético,
residual geométrico y la entropia del sistema. Los resultados obtenidos son analizados pa-
ra poder ser comparados con respecto a los ya obtenidos en sistemas de cuatro cibits. Se

presentan los resultados obtenidos.

3.1. Descripcion de los experimentos de entrelazamien-
to en sistemas pentapartita en un marco de refe-
rencia no inercial

Un sistema pentapartita maximamente entrelazado |GH Z) es como se presenta a con-
tinuacion.
1

IGHZ) = = (|0A03000D0E> 4 |1A13101D1E>> (3.1)

donde |0AOBOCODOE> = |0A> X |OB> (024 |OC> & |0D> & |0E> y el estado |1A13101D1E> =
114) ® |15) ® [1¢) ® |1p) ® [1k).

Por otro lado, un sistema parcialmente entrelazado |W) esta definido de la siguiente

manera.
1
W) =7 <|0A03000D1E> +104050c1p0g) +104051c0p0g) + [04150c0p0F) +
(3.2)
|1A03000D0E>)

Los subindices utilizados corresponden a cada uno de los cinco cubits. Siendo comun leer
en la literatura que A es por ser la parte de Alice, B la parte de Bob, C' la parte de Charlie,
D la parte de David y FE la parte de Elly (aclarar que no nos hemos olvidado de Eve, pero
ella no es muy de fiar que digamos). Hacemos el abuso de referirnos indistintamente a cada
una de las partes aqui indicadas a veces como ctibits, a veces como observadores y a veces

como modos. También se estard llamando estados GHZ o W-class a los estados |GHZ) y
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|W) respectivamente.

Los experimento consisten en que inicialmente las partes de un sistema dado comparten
un estado entrelazado en un marco de referencia inercial, luego se acelera el cubit E de
modo que este pasa a ser no inercial. En seguida procedemos a describir el sistema con
dos cubits acelerados, digamos D y E y asi con el resto de los ciibits de los sistemas
multipartita.

Debido al efecto Unruh los modos [0) y |1) en el espacio de Minkowski se desdoblan

en dos estados en el espacio de Rindler.

|0) 5y = cos(r) |0); [0) g + sin(r) [1); [1)
‘1>M = ’1>1 |O>II

(3.3)

donde [0), |0)y, |1); ¥ |1);; son la descomposicion de |0),, v |1),, respectivamente en dos
regiones casualmente desconectadas Iy II en el espacio de Rindler (Fuentes-Schuller and
Mann, 2005; Alsing and Fuentes, 2012).

El pardametro r esta asociado a la velocidad del observador en espacio de Rindler que

varia de 0 — 7. Por lo que, r = 0 significa que el observador es inercial con respecto a otros

observadores, por otro lado r = 7 se corresponde con la velocidad de la luz c. Ademas

—27wc

r = r(w,a), explicitamente cos(r) = <1 +€e . ) que de la teoria de campos se dice cada

particula entrelazada se modela como un campo de Dirac de frecuencia w con aceleracion
a, pero por simplicidad en esta investigacion solo se consideran el modo wa pcpr = w

con una aceleracion uniforme a4 pcp = a.
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3.1.1. Matrices de densidad de los sistemas pentapartita no iner-

ciales

Un estado |GH Z) se expande en las coordenadas de Rindler cuando uno o varios cubits

son acelerados. Se muestra dicha transformacion en la siguiente linea.

1
|GHZ>ABCDE'1E'H - E ( COS(?") ‘OAOBOCODOEIOEH> +

+sin(r) [04050c0p 1 g 1, ) + (3.4)

4 LalplelplpOm,) )

Como podemos apreciar este nuevo estado en realidad describe a seis particulas, son los
estados de particula y antiparticula de las regiones I y I de Rindler. Ademés el ntumero
de posibles configuraciones del vector de estado también crecié como efecto de la trans-
formacion. Los vectores de estado para cuando dos, tres cuatro y todos los ciibits son no

inerciales se dan a continuacion.

1 .
|GHZ>ABCD1DHEIEH = E ( COS(T’) SlIl(T’) |0AOBOCODIOD111E11EH> +
= cos(r) cos(r) [04050c0p10p110£10E1) +
= sin(r) [04050¢1p1l pri0e0pmn) + (35)
= sin’(r) [04050c1prlpulelen) +

= |1A13101D10D111EIOEH> )
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1
|GHZ>ABCICIIDIDIIEIEII - E < COS3<T) |0A030010020D10D20E10E2> +

2

—f-SiH( )COS r |0A030010020D10D21E11E2

2

+
—|—Slll() oS~ (T ‘OAOB()Cl()CQlDllDQOElOEQ +
+

2

+sin( )COS T |0AOBlc’116’20D10D20E10E2

() )
(r) )
+ sin®(r) cos(r) [04050¢,00,1p, 1p, 15, 15,)
(r) )
+ sin?(r) cos(r) [04051c, 16,00, 0p, 1, 1) +
+ sin?(r) cos(r) [04051¢, 10,1, 1,05, 05,) +

+sin®(7) [040510, 10,10, 10,15, 15, ) +

+ [141p1¢,0¢,1p,0p, 15, 0p,) )
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De aqui en adelante se sustituyen los indices I y II por 1 y 2 respectivamente.

1
‘GHZ>ABIBIICICIIDIDIIEIEII - E ( COS4(T) ‘OAOBl 0320010020D10D20E10E2> +

+ sin(r) cos®(r) [0405,05,00,0¢,0p,0p, 15, 15,

r) cos’(r) )
+ sin(r) cos®(r) ]0405,05,0c,00, 15, 19,08, 05, )
) cos”(r) )
) cos”(r) )

n

n
+ sin(r) cos®(r) [040,08,1¢,1¢,0p,0p,0p, 0, ) +
3 +

—|—sin(7“ COS (T |0A1B1132001002OD10D20E10E2

2

r 2

+ sin COS (T |0A0B10320010021D11D21E11E2

2

r 2

+ sin cos”(r) 10405,05,10,1¢,0p,0p, 15, 15,

2

r 2

()
()
(r)10405,08,1¢,1¢,1p, 10,05, 0,
(r)
()
()

)

)

+ sin )
r)]041p,15,00,00,0p,0p,15,15,)
)

)

COS

2

r 2

+ sin CoSs

2

r 2

+ sin cos™(r |0AlBl1320010021D11D20E10E2

n
n
n
n
n
2 -

r ’0A131 132 101 102 ODl 0D2 OEl OE2

3

+ sin”(r) cos(r |0A0B10B2]‘011021D11D21E1]‘E2

3

T T |0A1B11320010021D11D21E11E2

(
+ sin®(r) cos(
’ (

+ sin®(r

n
n
n
3 +

) )
) )
cos(r) [041p,18,1¢,1¢,0p,0p, 15, 15,)
) )

+ sin®(r) cos(r) [0alp,15,1¢,10,1p, 19,05, 08,

(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
+ sin®(r) cos
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)

4

+ sin*(r |0A131132101102]-D11D21E1]-E2> +

+1415,08,1¢,0¢,1p,0p,1£,0%,) )
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1
= ( c0s? (1) [0.4,0.4,05, 05,06, 0c, 0, 05,05, 0, ) +

+ sin(r) cos*

r |0A1 0A2 OBl OBQ 001 002 ODl OD2 1E1 ]‘E2

4

+ sin(r) cos™(r ’0A10A20310320010021D11D20E10E2

) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
+ sin(r) cos*(r) 04,04,05,08,1¢,1¢,0p,0p,0,05,) +
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+

4

+ sin(r) cos®(r) |04,04,15,15,0¢,00,0p,0p,0£, 05,

4

+ sin(r) cos™(r |1A11A20310320010020D10D20E10E2

2

+ sin*(r) cos®(r) [04,04,05,05,0¢,0c, 15, 1p, 15, 15,

+ sin®(r) cos®(r) [04,04,05,05,1¢, 1¢,0p,0p, 15, 11,

+sin2 r 0083 T |0A10A20B10321011021D11D20E10E2

2 3

~+ sin“(r) cos’(r ‘OAloAngl1320010020D10D21E11E2

+ sin®(r) cos® (1) [04,04,15,15,0¢,0¢,1p, 19,05, 0%,

2 3

+ sin“(r) cos®(r) [04,04,15, 15,10, 1¢,0p,0p,05, 0%,

+ sin?(r) cos®(r) [14,14,05,05,0¢,0¢,0p,0p, 15, 15,

2 3

+ sin“(r) cos’(r ‘1A11A20B10B20010021D11D20E10E2

2 3

+ sin“(r) cos®(r) [14,14,05,05,1¢,1¢,0p,0p,05, 0%,

2 3

r ‘ 1A1 1A2 1Bl 132001 OCQ ODl 0D2 OEl OE2

) )

) )

) )

) )

) )

) )

) )

) )

) )

+ sin ) )
7)104,04,05,08, 1,1, 1p,1py 15, 15,)

+ sin®(r) cos?(r) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )

COS™ (T ‘0A10A21B11B20010021D11D21E11E2

3 2

+ sin°(r) cos®(r) [04,04,15, 15,10, 16,0p,0p, 15, 1,

+ sin®(r) cos?(r 104,04,15, 18,1, 1c,1p,1p,05,0F,

2

+ sin®(r) cos?(r) [14,14,05,05,0¢,0c,1p, 19,15, 15,

3 2

+ sin”(r) cos®(r \1A11A20310321011020D10D21E11E2

3 2

+ sin’(r) cos“(r) [14,14,05,05,10,1c,1p, 19,08, 0F,

3 2

+ sin”(r) cos“(r) [14,14,15,15,00,0¢,0p,0p, 15, 15,

2

—|—SiIl3 T)COS \T |1A11A21311BQOClnglD11D20E10E2

3 2

)
)
)
)
)
)
)
)
)
1) COS
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

+ + + + + + + + + + + F + + o+ + A+ o+ o+

(
( (
( (
( (
( (
( (
( (
( (
( (
( (
+ sin®(r) cos?(
( (
( (
( (
( (
( (
( (
( (
( (
( (

+ sin®(r) cos*(r ‘1A11A21311321011020D10D20E10E2
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4

+ sin®(r) cos(r) [04,04,15, 15,10, 10,10, 10,15, 1 5,

+ sin?

(r) cos(r) )+

(r)cos(r) |14,14,05,08,10,1c,1p,1p, 15, 15,) +
+ sin®(r) cos(r) |14, 14,15, 18,0¢,00,1p, 1p, 15, 15,) +
+sin*(r) cos(r) [1a4,14,15,18,1¢,16,0p,0p, 15, 15,) +
+ sin(r) cos(r) |14, 14,15, 18,1¢,10,1p,1p,05,05,) +
+114,04,15,08,16,00,1p,0p,15,0g,) +

+ SiHB(T) |1A1 1142131132 101 1021D11D2 1E11E2> )

69

Los estados W-class también se expanden al hacer las transformadas al espacio de

coordenadas de Rindler. En adelante presentamos las funciones de estado correspondientes

a uno, dos, tres, cuatro y todos los cubits acelerados.

1
Wascpe,) = = (sm(r) 10405001 p1e15,) +

+ sin(r

-+ Sln(?’ ‘1AOBOCOD1E11E2

+ cos(r |0A0BOC’1DOE10E2

(
+ cos(
(

-+ COS(?“ ’1AOBOCODOE1 OE2

41040500001 5,08,) )

04051c0p1p, 15,

)
+ Sln(T) ‘OA]'BOCOD]'EllEQ
)

r |0A0B100D0E10E2

)
)

+ c0s(r) [04150c0p0g, 05,
)

(3.9)
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1 :
|WABCD1D2E1E2> - % ( Sln2(r) |0A0B]-C]-D11D21E1 1E2> +

+sin?(r) [04150c1p, 19,15, 15,) +
+ sin*(r) |14050c1p, 1p, 15, 15,) +
+sin(r) [04050¢1p,0p, 15, 15,) +
+ sin(r) [04050c1p, 1p, 15,08, ) +
+ cos*(r) [04051c0p,0p,08, 05, ) +
+ cos*(r) |04150¢0p,0p,05, 0, ) +
+ €08 (1) [L4050c0p, 00,05, 0, ) + (3.10)
+ cos(r) [04050c0p,0p,1£,0,) +

+ cos(r) |0400c1p,0p,0p,0g,) +

+ sin(r) cos(r) [04051c0p,0p, 15, 15,
+ sin(r) cos(r) [04051c1p,1p,05,0F,

+ sin(r) cos(r) [04150c0p,0p, 15, 1,

+ sin(r) cos(r) [14050c0p,0p, 15, 15,

— + + + + o+

(r) cos( )
(r) cos(r) )
(r) cos(r) )
+ sin(r) cos(r) [0415001p, 19,05, 05,)
(r) cos(r) )
(r) cos(r) )

T ) COS(T |1AOBOClD11D20E10E2
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‘WABch2D1D2E1E2>

1

S (cos3(r) 104150¢, 06,0, 05,05, 05,) +

ot

3

+ cos”(r ’1A0B00106’20D10D20E10E2

+ cos?

2

+ cos“(r ’0A030010021D10D20E10E2

(r) )+

(1) 1040500,0¢,0p,0p,15,05,) +

(r) )+
+ cos?(1) [04051¢,00,0p,0p,05,05,) +
7)|04150¢,00,0p,0p,15,15,)
7)|04150¢,00,1p,1p,05,08,)
7)|04151¢,16,0p,0p,05,05,)
) |14050¢,00,0p,0p,15,15,)

) )

) )

2(p |14080¢,0c,1p,1p,0F, 05,

( +
( +
( +
( +
( +
(r)114081¢, 1¢,0p,0p,0E, 05, ) +
104050¢,0c,1p,0p, 15, 15,) +
|04050¢,0c,1p,1p,15,05,) +
|04051¢,00,0p,0p,15, 15,) +
n
n
i

)
)
)
|040B1¢,0¢,1p,1D,0E,0F,)
)
)

COS\T |0A1B0010021D11D21E11E2
cos(r) 0411, 10,0p,0p, 15, 15,

cos(r |0A13101 1¢,1p,1p,0E,0g,

+
+
+
+

cos(r) |140p1cy 1¢,0p,0p, 15, 15,) +

+

(r) )
(r) )
(r) )
cos(r) [14050¢,00,1p, 1p, 15, 15,)
(r) )
(r) )
104051¢,00,1p,1p, 15, 15,) +

0401, 1c,1p,0p, 15, 15,

)
)
)
)
)
+ sin?(r) cos(r) [14051¢, 10,19, 19,05, 0,
)
)
)
)10alplcy 10,10, 10,15, 1K,
)

)
)
040510y 1¢,1p, 1D, 15, 0R,)
)
)

N
N
N

INURERER PRSP

71

(3.11)



CAPITULO 3. DESARROLLO Y METODOLOGIA

|WAB1B20102D1D2E1E2> =

1
7z (08" 11405,05,06,06,0,00,05, 01, +
4 c0s®(r) [0405,05,0¢,00,0p,0p,1£,0%,

3

)+
-+ cos’(r |0A0B10B2001002 1D10D20E10E2> +
)+

(r)
(r)

+ cos*(r) [0405,05,1¢,00,0p,0p,0%, 0%,
(r)

3

-+ cos”(r ’0A131032001OCQOD10D20E10E2> +

COS3

7)11405,05,0¢,00,0p,0p,15, 15,
7)[1405,05,0¢,00,1p,1p,05, 0%,
7)11405,08,1¢,1¢,0p,0p,05, 0%,
7) [1a15,15,0¢,0¢,0p,0p,0E, 0%,
7)10405,05,0¢,00,1p,0p,15, 1£,
7)10405,05,0¢,0c,1p,1p,15,0g,

T |0A0B10321010020D10D21E11E2

T ‘OAOBl OBQ 1C1 OCQ 1D1 1D2 OEI OE2

r)10405,08,1c,1¢,1p,0p,05,05,
7)|0415,05,06,00,0p,0p,15, 15,
r)|0415,05,0¢,0¢,1p, 15,05, 0,
r)|0415,05,16,1¢,0p,0p,05,05,
r) 10415, 15,06,0¢,0p,0p,15,05,

r |0A131 1320010021D10D20E10E2

) cos”(
) cos”(
) cos”(
) cos”(
) cos”(
) cos™(
) cos”(
+ sin(r) cos*(
) cos™(
) cos™(
) cos”(
) cos”(
) cos™(
) cos”(
) cos”(
) cos”(

—_ —— —— o~ o~ o~ o~ o~~~ o~~~ s~

)
)
)
)
)
)
)
7)10408,05,1¢,1¢,0p,0p0,1£,0p,
)
)
)
)
)
)
)

r ‘OAlB1 1B2 101 OCQ ODl OD2 OEI 0E2

2

COS (T |1A0B10320010C'21D11D21E11E2

7)114085,08,1¢,1¢,0p,0p, 15,15,
COS (T ’1AlBl1320010020D10D21E11E2

COS

(r)
(r)

cos?(r) [1405,08,1¢,1¢,1p, 19,05, 05,
(r)
(r)|1alp,15,00,0c,1p,1p,08, 0%,
(r)

COSs (T |1A131 132101 ]-CQODlODQOElOEQ

72
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) cos(r) |0405,08,10,0c,1p,1p, 15, 15,
r)cos(r) [0405,08,1c,1c,1p,0p, 15, 15,
r)cos(r) [0405,08,1c,1c,1p,1p, 15,0,
) cos(r) [041p,05,0¢,00,1p,1p, 15, 1,
) cos(r)|041p,08,10,1¢,0p,0p, 15, 15,
r)cos(r) [04lp,08,1c,1c,1p, 19,08, 05,
r)cos(r) [04lp,15,0c,00,1p,0p, 15, 15,

’0141311320010021D11D21E10E2
) COS(T |0A1B11B21010021D11D20E10E2

(
(
(
(
(
(
(
cos(r
(
(
(
r)cos(r) [0alp, 18,1, 10,1p,0p,0p, 05,
) cos(r) |1405,08,10,1c,1p,1p, 15, 1,
r)cos(r) [1alp, 18,0c,00,1p,1p, 15, 15,
r)cos(r) [1alp 18,1c,1¢,0p,0p, 15, 15,

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

)+
)+
)+
)+
)+
)+
)+
)+
) cos(r) [0alp,18,1¢,00,0p,0p, 15, 15,) +
)+
)+
)+
)+
)+
)+
)+

r COS(T’ ’1A1311B21011021D11D20E10E2
r |0A1B10321C11C’21D11D21E11E2

r |0AlBl 132 ]-C1 OCQ ]'Dl 1D2 1El ]'E2

r |0A1B1 132 101 102 1D1 1D2 1E1 OEQ

(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
+ sin®(r) cos(r) 0415, 15,1¢,1¢,0p,0p,15,0%,
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)
(r)

)+
)
7)|041,1B,1¢,1¢,1p,0p, 15, 1 5,)
)
)

N
N
N

P 1als g 1ol 1p 1, 1e 1p, )
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1
(W Ay As By BoCyCoDy DaEr ) = % <C034(T) 104,04,05,05,0¢,0¢,0p,0p,1£,0g,) +

4

+ cos (r |0A10A203103200106’21D10D20E10E2

4

—+ cos(r |0A10A21B1OB20010020D10D20E10E2

(r) )+

+ c05*(r) [04,0.4,05,08,16,0¢,00, 01,05, 05,) +

(r) )+
H(r)

—+ cos(r |1A10A20B10320010020D10D20E10E2> +

+ sin(7) cos ( |0A10A20310320010021D10D21E11E2

3

+ sin(r) cos”(r) [04,04,05,05,0¢,00,1p, 1p, 15,0,

3

+ sin(r) cos®(r) [04,04,05,05,1¢,00,0p,0p, 15, 1 5,

3

+ sin(r) cos®(r) |04,04,05,05,1¢,0c,1p,1p,08,05,

3

+ sin(r) cos®(r |0A10A20310B21011()20D10D21E10E2

3

+ sin(r) cos®(r) [04,04,05,05,1¢,10,1p,0p,0%,05,

3

+ sin(r) cos®(r) [04,04,15,05,0¢,00,0p,0p, 15, 1 5,

3

+ sin(r) cos®(r) [04,04,15,05,00,00,1p,1p,08,05,

3 (3.13)

+ sin(r) cos”(r |0A10A21310321011020D10D20E10E2

3

r |0A1 0A2 1Bl 1B2 001 OCQ 1D1 OD2 OEI 0E2

3

+ sin(r) cos®(r) [04,04,15,15,1¢,00,0p,0p,0%, 05,

3

+ sin(r) cos”(r |1A10A20310320010020D10D21E11E2

3

+ sin(r) cos®(r) [14,04,05,05,0¢,00,1p,1p,05,05,

3

+ sin(r) cos®(r) [14,04,05,05,1¢,1¢,0p,0p,0, 05,

3

+ sin(r) cos®(r) [14,04,15,15,0¢,00,0p,0p,0%, 05,

3

+ sin(r) cos’(r |1A11A20310B20010020D10D21E10E2

3

+ sin(r) cos®(r) [14,14,05,05,0¢,00,1p,0p,0%, 05,

3

+ sin(r) cos’(r |1A11A20810B21010020D10D20E10E2

3

() ) )+
(r) cos™(r) )+
() cos™(r) )+
(r) cos®(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos®(r) )+
(r) cos™(r) )+
+sin(r) cos®(1) [04,04,15, 15,00,0¢,0,0p,15,05,) +
+ sin(r) cos®(r) )+
(r) cos®(r) )+
(r) cos™(r) )+
() cos™(r) )+
(r) cos®(r) )+
(r) cos®(r) )+
(r) cos™(r) )+
() cos™(r) )+
(r) cos®(r) )+
(r) cos™(r) )+

—1—51117" COS (T |1A11A21BloB20010020D10D20E10E2

+ sin®(r) cos®(r) [04,04,05,08,1¢,0¢,1p, 1p, 15, 15,) +
+ sin®(r) cos®(r) [04,04,05,08,1¢, 1¢,1p,0p, 15, 15,) +
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2 2

+ sin“(r) cos*(r) |04,04,05,08,1c, 10, 1p, 1p,1£,0p,

2 2

COS

—i—sm T r |0A10A21310820010021D11D21E11E2

2 2

COS

—|—S111 T r |0A10A21310321011020D10D21E11E2

2 2

+ sin“(r) cos“(r) [04,04,15,05,10,1c,1p, 19,05, 0F,

2 2

+ sin“(r) cos*(r) |04,04,15,15,0c,00,1p,0p, 15, 1 £,

2 2

+ sin“(r) cos

r |0A1 OAQ ]-Bl 132001 OC2 1D1 1D2 ]'El 0E2

2 2

+ sin“(r) cos“(r) [04,04,15,15,16,00,0p,0p, 15, 1,

2 2

+ sin“(7) cos

r ’0A10A2 131 1BQ 101 OCQ 1D1 1D20E1 0E2

2 2

COS

+Sln T r |0A10A21BllB210116’20D10D21E10E2

2 2

COS

+ sin“(r r |0A10A21311821011021D10D20E10E2

2 2

+ sin“(r) cos“(r |1A10A20310320010021D11D21E11E2

2 2

+ sin“(r) cos®(r) [14,04,05,05,10,1¢,0p,0p, 15, 1,

2 COS2

+Sln T r |1A10A203103216’11021D11D20E10E2

(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
+ sin?(r) cos?(r) [14,04,15,15,0¢,00,0p,0p, 15, 15,) +
*(r) cos®(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+
(r) cos™(r) )+

r 2

COSs

+ sin r |1A10A21311320010021D11D20E10E2

2

r 2

COSs

+ sin r |1A10A21B11B210116’20D10D20E10E2

2

r 2

—I—Sln COS (T |1A11A203103206’10021D10D21E11E2

2

r 2

COS

+ sin r |1A11A20B10B20010021D11D21E10E2

2

r 2

+ sin“(r) cos“(r) [14,14,05,05,1¢,00,0p,0p, 15, 1 £,

2

r 2

COSs

+ sin r |1A11A20B10B21C1OC’21D11D20E‘10E2

2

r 2

COS

—I—Sln r |1A11A20310321011020D10D2]‘E10E2

2

r 2

COS

+ sin r |1A11A20B10321011021D10D20E10E2

2

r 2

COSs

-+ sin r ’1A11A21B103200106’20D10D21E11E2

2

r 2

COSs

—|—Sln T |1A11A21B10B20010021D11D20E10E2

2

r 2

COS

—i—sm r |1A11A21310321(}116’20D10D20E10Eg

2

r 2

+ sin cos™(r |1A11A21311320010020D10D21E10E2

2

r 2

COSs

+ sin r ’1A11A213113206’10021D10D20E‘10E2

75
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cos(r) 04,04,15,08,10,1c,1p, 1p, 15, 1£,
cos(r) 04,04,15,15,16,0c,1p,1p, 15, 15,
cos(r) 04,04,15,15,10,16,1p,0p, 15, 15,
cos(r) [04,04,15,18,1c,1c,1p,1p, 15, 0p,
co8(r) [1.4,04,05,05,1c, 16, 1p, 1p, 1, 1,
cos(r) [14,04,15,15,00,0c,1p,1p, 15, 15,
cos(r) [14,04,15,15,10,1¢,0p,0p, 15, 15,
cos(r) [14,04,15, 18,10, 1c,1p, 1,08, 0%,

COS(T |1A11A20310B21010021D11D21E11E2

cos(r) [14,14,05,05,10,1¢,1p,1p,15,0g,
cos(r) [14,14,15,05,00,0c,1p,1p, 15, 15,
cos(r) |14,14,15,08,10,1¢,0p,0p, 15, 15,
cos(r) |14,14,15,08,10,1¢,1p,1p,05, 05,
cos(r) [1a,14,15,15,00,0c,1p,0p, 15, 15,
cos(r) [1a,14,15,15,00,0c,1p,1p,15,0g,
cos(r) |14, 14,15,15,16,00,0p,0p,15, 15,
cos(r) |14, 14,15,15,10,00,1p, 19,08, 05,

COSs(T |1A11A21B11B210116’20D10D21E10E2

() )
(r) )
(r) )
(r) )
() )
(r) )
(r) )
() )
() )
cos(r) |14, 14,08,08,1¢, 16, 15,00, 15, 15,)
(r) )
() )
(r) )
(r) )
(r) )
() )
(r) )
(r) )
(r) )
() )

.
N
.
N
N
.
.
N
N
.
.
.
N
N
.
N
N
.
N
N

COS(T |1A11A21B11B21011021D10D20E10E2
|1A10A21311321011021D11D21E11E2 +

‘ 1A1 1A2 131 OBQ 101 102 1D1 1D2 1E1 1E'2

|1A1 1A2 ]‘Bl 1B2 1C1 102 1D1 0D2 ]‘El 1E2

)

)

114, 14,18, 18,1¢,0c,1p, 10,15, 1 y)

)

4 >

_|_
+
+

|1A1 1A2 1Bl 132 101 1C2 1D1 1D2 1E1 OEz

cos?(r) [14,14,15,15,1¢,0¢,0p,0p,05,05,) +
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La principal observacion que se puede hacer tras expandir todos los sistemas pentapartita
es que el numero de configuraciones en los vectores de estado crecen exponencialmente
como funcién de 2%, en los casos GHZ como z; + 2%~ ! y en los casos W-class como

2, — 2%~ L

3.1.2. Estados accesibles de un sistema pentapartita

Debido a las transformaciones de Rindler las matrices de densidad se expanden en
estados de particula y antiparticula en las regiones I y II, pero la cuna de Rindler II
se dice que es inaccesible casualisticamente, por lo que se traza sobre las partes de las
matrices de densidad correspondientes mediante la operacion «traza parcial», esto se logra
mediante la siguiente operacion sobre cada una de las matrices de densidad de los sistemas

pentapartita:

Trafpast = 3 (il @ In)panl) © o) (3.14)

Por ejemplo, al trazar sobre el ctibit Fy de la matriz de densidad papcpr g, se obtiene

pABCDEI::%-(cos2@q|voBocoDoﬁh><0A03000D0EJ-+
+c0s(7) [04080c0p0g,) (1alplelply |+
+ sin?(r) [04050c0p15,) (04050601 5| + (3.15)
+¢cos(r) [04050c0p05;) (1alplelply |+

%—!1A13101D1EJ<1A13101D1EJ)

En vez de escribir las matrices correspondientes se ponen solo las entradas [i, j] no nulas

de las matrices de densidad en las siguientes tablas.
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Tabla 3.1: Entradas no nulas of papcpg,

78

Matriz de densidad Entradas no nulas
[1’ 1] COS;( )
32,1] = [1,32] = <)
PABCDE; in(r)
[2’ 2] Sl r
[
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Tabla 3.2: Entradas no nulas de las matrices de densidad de los sistemas GHZ en marcos

de referencia no inerciales

Matriz de densidad Entradas no nulas

32,1] = [1,32] = <=

[
[ :
PABCD;E; 2,2] = [3,3] = Sirﬁ%
[47 4] _ sin;(r)
32,32] = 1
1,1] = Cos;(r)
[1,32] = [32,1] = «= @)
2,2] = [3,3] = [5, 5] = ceslr)sin’(r)
PABC Dy Ey (4, 4] = [6, ‘6] 7,7] = <= (r)2s1n4(r)
[8, 8] _ sin;’(r)
32,32) = 1
1,1] = cosZ(r)
1,32] = [32,1] = <=
2,2] = [3,3] = [5,5] = [9,9] = «@sin’(x)
PABGIDIE, [4,4] = [6,6] = [7,7] = [10,10] = [11,11] = [13,13] = ==.(2n)
8,8] = [12,12] = [14, 14] = [15, 15] = Lsin(x)
[16,16] = 220
32,32] = 1
1,1] = cos120(r)
[1,32] = [32,1] = <
2,2] = [3,3] = [5,5] = [9,9] = [17, 17] = < sn’()
[13,13] = [4,4] = [19,19] = [10,10] = [11,11] = [6,6] = [18,18] =
P A{B{C1 Dy Ey [21,21] = [25,25] = [7,7] = ceirsin’(r)
8,8] = [12,12] = [14,14] = [15,15] = [20,20] = [22,22] =
[23,23] = [26,26] = [27,27] = [29,29] = ()
[16,16] = [24,24] = [28,28] = [30,30] = [31,31] = <(sin’(r)
[32,32) = & 4 22
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A continuacion se presentan los elementos [7, j] no nulos de las matrices de densidad
de los sistemas pentapartita correspondientes a los estados W-class, esto luego de haber

trazado sobre la region inaccesible.

Tabla 3.3: Entradas no nulas de las matrices de densidad de los sistemas GHZ en marcos

de referencia no inerciales

Matriz de densidad Entradas no nulas

2,5] = [2,9] = [2,17] = [3,2] = [5,2] = [9,2] = [17,2] =

17,17) = <)
6,6],06,10) = [6,18] = [7,7] = [7,11] = [7,19] = [10,6] =
10,10] = [10,18] = [11,7] = [11,11] = [11,19] = [18,6] =
18,10] = [18,18] = [19,7] = [19, 11] = [19,19] = & sin®(2r)

8,8] = [8,12] = [8,20] = [12,8] = [12,12] = [12,20] = [20,8] =

20,12] = [20,20] = 22

3,3] = [3,5] = [3,9] = [3,17] = [5,3] = [5,5] = [5,9] = [5,17] =
PABCDE; 9,3] = [9,5] = [9,9] = [9,17] = [17,3] = [17,5] = [17,9] =
[17,17] = =)
[4,4] [4 ] [4 10] [4, 18] = [6,4] = [6,6] = [6, 10] = [6, 18] =
[1 , ] [10 6] [10, 10] = [10, 18] = [18,4] = [18,6] = [18, 10] =
[18,18] = 220
2,2 = 2,3 = 3,2 = 3,3] = =30
[2,5] = [2,9] = [2,17] = [3,5] = [3,9] = [3,17] = [5,2] = [5,3] =
9,2 = [9,3] = [17,2] = [17,3] = <=
[4,4] = 251112(7")
[4,6] [ ] [4 10] [4, 11] = [4 18] = [4, 19] = [6,4] = [7, 4] =
[10,4] = [11,4] = [18,4] = [19,4] = —sm %(r) cos(r)
PABCD: E; [5,5] = [5,9] = [5,17] = [9,5] = [9,9] = [9,17] = [17,5] = [17,9] =
|
|
|
|
[
|
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Tabla 3.4: Entradas no nulas de las matrices de densidad de los sistemas GHZ en marcos

de referencia no inerciales

Matriz de densidad Entradas no nulas
2,2] = [2,3] = [2,5] = [3,2] = [3,3] = [3,5] = [5,2] = [5,3] =
5,5] = cos;(r)
2,9] = [2,17) = [3,9] = [3,17] = [5,9] = [5,17] = [9,2] = [9,3] =
[9,5] = [17,2] = [17,3] = [17, 5] = =)
[4,4] = [6,6] = [7,7] = 5 sin*(2r)
[4,6] = [4,7] = [6,4] = [6 7) = [7,4] = [7,6] = 5 sin*(2r)
[4,10] = [4,11] = [4,18] = [4,19] = [6,10] = [6,13] = [6,18] =
6,21 = [7,11] = [7,13] = [7,19] = [7,21] = [10,4] = [10,6] =
[11,4] = [11,7] = [13,6] = [13,7] = [18,4] = [18,6] = [19,4] =
[19,7] = [21,6] = [21, 7] = £ sin®*(r) cos®(r)

PABC: Dy E; 8,8] = 35%4(”
8,12],[8,14] = [8,15] = [8,20] = [8,22] = [8,23] = [12,8] =

[14,8] = [15,8] = [20, 8] = [22, 8] = [23,8] = 1 sin*(r) cos(r)
[9,9] = [9,17] = [17,9] = [17,17] = ©@)

[10,10],[10,18] = [11,11] = [11,19] = [13,13] = [13,21] =
[18,10] = [18,18] = [19,11] = [19,19] = [21,13] = [21,21] =
sin?(r) cos*(r)

12,12] = [12,20] = [14,14] = [14,22] = [15,15] = [15,23] =
20,12] = [20,20] = [22,14] = [22,22] = [23,15] = [23,23] =
1/5 cos[r]?sin[r]*

[16,16] = [16,24] = [24,16] = [24, 24] = S22

[
[




CAPITULO 3. DESARROLLO Y METODOLOGIA 82

Matriz de densidad

Entradas no nulas

PAB.C1D1Eq

2,2] = [2,3] = [2,5] = [2,9] = [3,2] = [3,3] = [3,5] = [3,9] =
[5,2] = [5,3] = [5,5] = [5,9] = [9,2] = [9,3] = [9,5] = [9,9] =
cos®(r)
2,17] = [3,17] = [5,17] = [9,17] = [17,2] = [17,3] = [17,5] =
[17,9] =
4, ] 6,6] = [7,7 = [10,10] = [11,11] = [13,13] =
2 sin(r) cos ()
4,6 = [4,7] = [4,10) = [4,11] = [6,4] = [6,7) = [6,10] = [6,13] =
[7,4] = [7,6] = [7,11] = [7,13] = [10,4] = [10,6] = [10,11] =
[10,13] = [11,4] = [11,7] = [11,10] = [11,13] = [13,6] = [13,7] =
[13,10] = [13,11] = £ sin®(r) cos*(r)
[4,18] = [4,19] = [6,18] = [6,21] = [7,19] = [7,21] = [10,18] =
[10,25] = [11,19] = [11,25] = [13,21] = [13,25] = [18,4] =
[18,6] = [18,10] = [19,4] = [19,7] = [19,11] = [21,6] = [21,7] =
21,13] = [25,10] = [25,11] = [25,13] = £ sin®(r) cos®(r)
[8,8] = [12,12] = [14, 14] = [15,15] = Zsin*(r) cos?(r)
8,12 = [8,14] = [8,15] = [12,8] = [12,14] = [12,15] = [14,8] =
[14,12] = [14,15] = [15,8] = [15,12] = [15, 14] = 1 sin*(r) cos?(r)
[8,20] = [8,22] = [8,23] = [12,20] = [12,26] = [12,27] = [14,22] =
[14,26) = [14,20] = [15,23] = [15,27] = [15,29] = [20,8] =
20,12] = [22,8] = [22,14] = [23,8] = [23,15] = [26,12] =
26,14] = [27,12] = [27,15] = [29, 14] = [29,15] = L sin*(r) cos®(r)
(16, 16] = 4sm (r)
16,24] = [16 28] = [16,30] = [16,31] = [24,16] = [28,16] =
30,16] = [31,16] = £ sin®(r) cos(r)
(17,17) = cos®(r)
18, 18] = [19 19] = [21,21] = [25,25] = L sin?(r) cos®(r)
20,20] = [22,22] = [23,23] = [26,26] = [27,27] = [29,29] =
& sin*(2r)
[24,24] = [28,28] = [30,30] = [31,31] = L sin(r) cos?(r)

_ sin(r)

[32,32) = 1
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Matriz de densidad Entradas no nulas

2,2 = [2,3] = [2,5] = [2,9] = [2,17] = [3,2] = [3,3] = [3,
[5,2] = [5,3] = [5,5] = [5,9] = [5,17] = [9,2] = [9,3] = [9,
[17,2] = [17,3] = [17,5] = [17,9] = [17, 17] = <)

[4,4] = [6,6] = [7,7] = [10,10] = [11,11] = [13,13] = [18,18] =
[19,19] = [21,21] = [25,25] = £ sin*(r) cos®(r)
[4
[
[

6] = [4,7] = [4,10] = [4,11] = [4,18] = [4,19] = [6,4] = [6,7] =
| = [6,13] = [6,18] = [6,21] = [7,4] = [7,6] = [7,11] = [7,13] =
] = [7,21] = [10,4] = [10,6] = [10,11] = [10,13] = [10,18] =
[10,25] = [11,4] = [11,7] = [11,10] = [11,13] = [11,19] = [11,25] =
[13,6] = [13,7] = [13,10] = [13,11] = [13,21] = [13,25] = [18,4] =
[18,6] = [18,10] = [18,19] = [18,21] = [18,25] = [19,4] = [19,7] =
[19,11] = [19,18] = [19,21] = [19,25] = [21,6] = [21,7] = [21,13] =
21, 18] = [21,19] = [21,25] = [25,10] = [25,11] = [25,13] = [25, 18] =
25,19] = [25,21] = 1 sin*(r) cos®(r)

8,8],[12,12] = [14,14] = [15 15] = [20,20] = [22,22] = [23,23] =
26,26] = [27,27] = [29,29] = & sin*(2r)

6, 10
7,19

[

PA1B1C1D1E; [
[8,12] = [8,14] = [8,15] = [8,20] = [8,22] = [8,23] = [12,8] = [12,14] =
[12,15] = [12,20] = [12,26] = [12,27] = [14,8] = [14,12] = [14,15] =
[14,22] = [14,26] = [14,29] = [15,8] = [15,12] = [15,14] = [15,23] =
[15,27] = [15,29] = [20,8] = [20,12] = [20,22] = [20,23] = [20,26] =
20,27] = [22,8] = [22,14] = [22,20] = [22,23] = [22,26] = [22,29] =
23,8] = [23,15] = [23,20] = [23,22] = [23,27] = [23,29] = [26,12] =
[26,14] = [26,20] = [26,22] = [26,27] = [26,29] = [27,12] = [27,15] =
[27,20] = [27,23] = [27,26] = [27,29] = [29, 14] = [29, 15] = [29,22] =
29,23] = [29, 26] = [29,27] = g sin*(2r)

]
]
J
[16,16] = [24, 24] = [28,28] = [30, 30] = [31,31] = £ sin’(r) cos?(r)
]
]
]

[16,24] = [16,28] = [16,30] = [16,31] = [24,16] = [24,28] =
[24,30] = [24,31] = [28,16] = [28,24] = [28,30] = [28,31] = [30,16] =
30, 24] = [30,28] = [30,31] = [31,16] = [31,24] = [31,28] = [31,30] =

Lsin®(r) cos?(r)
[

32,32] = sin®(r)
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3.2. Medidas de Entrelazamiento Multipartita

3.2.1. Negatividad

Haciendo uso del software de MATHEMATICA se realizaron la mayoria de los célculos de
manera simbodlica. En el caso de los sistemas GHZ se obtuvieron expresiones relativamente
simples. Pero para el caso de los sistemas W-class estas expresiones fueron muy complica-
das. Ademés hay que mencionar que para ciertos casos donde el nimero de configuraciones
de los vectores de estado era mayor, el software tardé bastante o no podia calcular los ei-
genvalores. Esto se puede evitar si se desarrollan numéricamente todos los cdlculos, esto se
logra tras evaluar las matrices de densidad sobre una particiéon de valores de r convenien-
temente densa segtn el poder de computo con el que se cuente, en esta investigacion se uso
una particion r € [0, 7/40,27/40, 37 /40, 4m /40, 57 /40, 67 /40, 77 /40, 87 /40, 97 /40, 7 /4]
para poder reproducir las graficas que se obtuvieron analiticamente.

En adelante se exponen las expresiones analiticas de los enredos 1-4.

3.2.2. Expresiones analiticas de los enredos 1-4 en sistemas pen-

tapartita GHZ

Enredos 1-4 de los sistemas GHZ.

Negatividad de los enredos 1-4 con un observador acelerado
Ng, acp = cos*(r)

Np apce, = Np.apce, = Ne,appe, = Np.acpe, = Na,pcpr, = cos(r)

Negatividad de los enredos 1-4 con dos observadores acelerados

Ng, ,aBcp, = Np, ABcE, = 1—16 (2\/5\/0054(7“)(—4 cos(2r) + cos(4r) + 35) + cos(4r) — 1>

_ _ _ 2
Neagpiey = Np.acpy g, = Napep, g, = cos™(r)

Negatividad de los enredos 1-4 con tres observadores acelerados

Ng, aBcip, = Npy,apcier = Ney,ABD E, =

= <4\/§\/c086(r)(— cos(2r) — 2 cos(4r) + cos(67) + 130) — cos(2r) + 2 cos(4r) + cos(6r) — 2)
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= — 3
NB,A01D1E1 = NA,BchlEl = COs (r)

Negatividad de los enredos 1-4 con cuatro observadores acelerados

Ng, aB,cip, = Npy,agcie, = Neyagipier = Ny acipiBy =

555 (8\/5\/0058(7“)(—4 cos(4r) + cos(8r) + 515) — 4 cos(2r) + 4 cos(4r) + 4 cos(6r) + cos(8r) — 5)

NA,B1 CiD1E1 —

555 <56 cos(2r) — 28 cos(4r) + 8 cos(6r) — cos(8r) +

45904 cos(2r) 4 36680 cos(4r) + 3824 cos(61)+
\% 2844 cos(8r) — 560 cos(107) + 120 cos(12r)— —35
16 cos(14r) + cos(16r) + 42275

Negatividad de los enredos 1-4 con cinco observadores acelerados

NE17A13101D1 - ND17A1B101E1 - N01,A131D1E1 - NBl,A101D1E1 - NA173101D1E1

= <\/§{ cos?(r) (12532 cos(2r) + 8156 cos(4r) — 116 cos(6r) + 436 cos(8r) — 124 cos(10r)+

256

1
36 cos(12r) — 4 cos(14r) + cos(167) + 11851)}2 + 4 cos(4r) + 3 cos(8r) — 7)

3.2.3. Expresiones analiticas de los enredos 1-4 en sistemas pen-

tapartita W-class

Negatividad de los enredos 1-4 con un observador acelerado

1
Ng, aBcD = B (2 cos(2r) + ﬁ\/cos(4r) +7— 2)
Np.asce, = Neaspe, = Npacpe, = Nascpe, =
1
= 5(—z)Root [32#1° + #1°(16 cos(2r) — 16) + #1(—64 cos(2r) — 12 cos(4r) — 52)+

+3 cos(2r) — 6 cos(4r) — 3 cos(6r) + 6&, 1]
(3.16)
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Ng, aBcp, = Np, ABcE; = %Root [2#1% + #1*(8 cos(2r) + 3 cos(4r) — 11) 4+ #1(—64 cos(2r)+
—28 cos(4r) — 36) 4+ 12 cos(2r) — 12 cos(4r) — 12 cos(6r) — 3 cos(8r) + 15&, 1]
Neasp, g, = Nacp;E; = NaBep, 5, = 1—10R00t [16#1° + #1(8 cos(4r) — 8)+
+#1(—464 cos(2r) — 208 cos(4r) — 48 cos(61) — 4 cos(8r) — 300) + 48 cos(2r)+

—15cos(4r) — 40 cos(61) — 26 cos(8r) — 8 cos(10r) — cos(12r) + 42&, 1]
(3.17)

Negatividad de los enredos 1-4 con tres observadores acelerados

Ng, aBc,p; = Np, aBcyg, = Noy ABD B, = % ‘Root [64#13 + (—16 cos(2r) + 128 cos(4r)+
+16 cos(6r) — 128)#1% + (—1728 cos(2r) — 960 cos(4r) — 320 cos(67)-+
—48 cos(8r) — 1040)#1 + 165 cos(2r) — 22 cos(4r) — 121 cos(6r) — 100 cos(8r)
—43 cos(10r) — 10 cos(12r) — cos(14r) + 132&, 1]

Npac,pE; = Napc,p, g, = —%Root [2048#:1% + #1%(—256 cos(2r) + 512 cos(4r)+
+256 cos(6r) — 512) + #1(—52992 cos(2r) — 30960 cos(4r) — 12160 cos(6r)+
—2976 cos(8r) — 384 cos(10r) — 16 cos(12r) — 31584) + 2002 cos(2r) + 208 cos(4r)+
—1092 cos(67) — 1288 cos(8r) — 820 cos(10r) — 336 cos(12r)+

—89 cos(14r) — 14 cos(167) — cos(18r) + 1430&, 1]
(3.18)

Negatividad de los enredos 1-4 con cuatro observadores acelerados

Nap,cyDiE, = ( ‘4 cos(2r) — 4 cos(4r) — 4 cos(6r) — cos(8r)+

1
640
—32v/2+/cos'2(r) (60 cos(2r) + cos(4r) + 67) + 5‘ + ‘24() cos(2r) + 92 cos(4r)+

+16 cos(67) + cos(8r)+

—8v/24/cos8(1) (904 cos(2r) + 156 cos(4r) + 56 cos(6r) + cos(8r) + 931) + 163‘)
(3.19)
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Negatividad de los enredos 1-4 con todos los observadores acelerados

NA17B1C1D1E1 - NEI,AIBICIDI = ND17AB1C1E1 = NCl,AB1D1E1 = NBl,A01D1E1 -
1
640

—32v/21/cos'2(r) (41(cos(4r) + 3) — 36 cos(2r)) + 25

‘20 cos(2r) — 20 cos(4r) — 20 cos(67) — 5 cos(8r)+ (3.20)

3.2.4. Analisis de los enredos 1-4 de sistemas pentapartita en mar-

cos de referencia no inercial

En la figura 3.1 se grafican los enlaces 1-4 para el caso en que solo un observador es
no inercial en los sistemas GHZ y W-class. Como podemos apreciar en el caso GHZ el
entrelazamiento cuando todos los observadores son inerciales (r = 0) es 1. Luego de que
el cubit E se acelera con respecto a los demés la funciéon de negatividad enredo 1-4 desde
la perspectiva de un observador no inercial la negatividad decrece hasta 1/v/2 (29.29 % de
perdida del entrelazamiento original). Por otra parte desde la perspectiva del observador
no inercial se ve que este percibe en aceleracion infinita una negatividad de 0.5 (o sea,
50 % del entrelazamiento original), esto es una evidencia de que el entrelazamiento es
dependiente del observador.

En el caso del sistema W-class la negatividad cuando todos los cubits son inerciales
es de 0.8, pero si un cubit es acelerado este comienza a decrecer su entrelazamiento de
tal modo que al alcanzar la aceleracién infinita los observadores inerciales calculan un
entrelazamiento de 0.7048 (11.89 % respecto al entrelazamiento inicial), mientras que el
tnico observador no inercial percibe su entrelazamiento como de solo 0.2928 (69.35 % de
perdida). Hay que notar desde el punto de vista de los observadores inerciales los sistemas
W-class son més robustos respecto a evitar la perdida de entrelazamiento que los sistemas

GHZ.
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Figura 3.1: (a) El enredo 1-4 desde el punto de vista de cada observador
en el estado GHZ cuando uno de estos es acelerado. (b) El enredo 1-4
desde el punto de vista de cada observador en el estado W-class cuando

uno de estos es acelerador.

En la figura 3.2 esta graficada la negatividad enredo 1-4 cuando dos de los cinco
observadores son no inerciales. De nuevo se ve que cuando la velocidad relativa entre los
cubits es cero la negatividad del sistema GHZ es 1, pero que cuando estos dos cubits
alcanzan la aceleracion infinita tenemos dos situaciones, una es el entrelazamiento visto
desde el punto de vista de los observadores inerciales que es de 0.5 (50 % de perdida de
entrelazamiento), la otra situacion es el entrelazamiento visto por el observador no inercial,
este llega a a ser en aceleracion infinita de solo 0.3903 (60.97 % de perdida).

En el caso de los estados W-class de nuevo se tiene que hay un entrelazamiento inicial
de 0.8 ya que todos los observadores son inerciales. Esta vez aceleramos dos de los ctibits
de este sistema y vemos que en aceleracion infinita el entrelazamiento decae hasta 0.5924
(25.94 % de perdida de entrelazamiento) desde el punto de vista los observadores inerciales,
pero desde la perspectiva de los no inerciales el entrelazamiento llega a caer hasta 0.2451
(69.35 % de perdida). De nuevo se nota la robustez de los sistemas W-class respecto a los

GHZ en cuanto a resistir la perdida de entrelazamiento, esto desde la perspectiva inercial.
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Figura 3.2: (a) Enredo 1-4 desde el punto de vista de los observadores
inerciales en un sistema GHZ. (b) Enredo 1-4 visto por observadores no

inerciales en un sistema GHZ.

Se analiza en la Fig. 3.3 la negatividad del sistema pentapartita cuando 3 de sus cibits
son acelerados desde r = 0 hasta r = 7/4. El enredo 1-4 visto por los observadores
inerciales es diferente de los no inerciales, esto en el sistema GHZ, llegando a ser de ﬁi
(64.65 % de perdida) desde la perspectiva inercial, por su lado el enlace 1-4 que se calcula
aprecia el observador no inercial es de 0.2965 (70.35% de perdida).

Por otro lado en los estados W-class los observadores inerciales miden 0.4529 en ace-
leracion infinita (43.38 % de perdida de entrelazamiento), mientras que el observador no

inercial ve 0.1966 (75.41 % de perdida). Es interesante notar que se sigue cumpliendo la

caracteristica de robustez en sistemas W-class desde la perspectiva del observador inercial.
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Figura 3.3: (a) Enredos 1-4 de cada uno de lo observadores en un siste-
ma pentapartita GHZ con 3 cubits no inerciales. (b) Enredos 1-4 como
funcion del parametro r en sistema pentapartita W-class donde 3 ctibits

son no inerciales.
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Toca analizar la figura Fig 3.4 donde se grafican los enredos 1-4 de los sistemas GHZ (la-
do izquierdo) y W-class (lado derecho), esto para 4 cibits acelerados. En los sistemas GHZ
se aprecia que en aceleracion infinita el entrelazamiento visto por observadores inerciales
es de 0.2206 (77.94 % del entrelazamiento original), luego el visto por los observadores no
inerciales es de 0.2206 (77.94% de perdida). Es interesante ver que a pesar de que las
funciones de entrelazamiento son distintas en todo el intervalo r € [0, 7/4] en aceleracion
infinita (r = 0) ambos observadores, inerciales y no inerciales mediran el mismo valor de
enredo 1-4.

Se tiene que para el sistema pentapartita W-class con 4 cubits acelerados, el enredo
1-4 visto por los inerciales es de 0.1870 (76.62 % de perdida), mientras que un observador

no inercial aprecia un enredo 1-4 de 0.1436 (82.04 % de perdida de entrelazamiento).
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Figura 3.4: (a) Enredos 1-4 de un sistema GHZ con 4 cubits acelerados

(b) Enredos 1-4 de un sistema W-class con 4 ctbits acelerados.

Por dltimo se revisa los enredos 1-4 cuando todos los observadores son no inerciales.
Se puede hacer esto ya que la matriz de densidad del sistema pentapartita evoluciona
mostrando que se reduce el entrelazamiento al crecer el parametro r. Se podria pensar
que es una descripcion dada por un observador inercial respecto al sistema pentaparti-
ta totalmente no inercial. Entonces lo que se tiene es que el entrelazamiento dado para
cualquier observador decae en los sistemas GHZ de 1 hasta 0.1455 (85.45 % de perdida de
entrelazamiento).

Al mismo tiempo tenemos que los enredos 1-4 dados en un sistema W-class reducen
su entrelazamiento de 0.8 siendo inerciales hasta 0.0596 a velocidad infinita (92.54 % de

perdida del entrelazamiento original).
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Figura 3.5: (a) Enredos 1-4 en sistemas GHZ cuando todos los obser-

vadores son no inerciales. (b) Enredos 1-4 en sistemas W-class cuando

todos los observadores son no inerciales.

Se hace una comparacion de los comportamientos cuando los cibits son acelerados uno a
uno con respecto al mismo observador en las Figs. 3.6, 3.7 y 3.8 donde se puede reconocer
que tanto en sistemas GHZ como W-class el entrelazamiento es dependiente del niimero de
cubits acelerados, pero que es incluso més abrupta la perdida de entrelazamiento cuando
el niimero de observadores no inerciales es mayor o igual a 3. Es sumamente interesante el
comportamiento observado en la Fig. 3.7 ya que a pesar de que se supone que los cubits A y
C son intercambiables y que deberia producir los mismos comportamientos, la matemética

nos predice entrelazamientos distintos.
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Figura 3.6: (a) Comparacion de la funcion de enredo 1-4 conforme 1,2,3,4

y todos los observadores son acelerados, esto desde la perspectiva del

ctbit A en un sistema pentapartita GHZ. (b) Comparacion de la funcion

de enredo 1-4 conforme 1,2,3,4 y todos los observadores son acelerados,

esto desde la perspectiva del ctibit A en un sistema pentapartita W-class.
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Figura 3.7: (a) Comparacion de la funcion de enredo 1-4 conforme 1,2,3,4
y todos los observadores son acelerados, esto desde la perspectiva del
cibit C en un sistema pentapartita GHZ. (b) Comparacion de la funcion
de enredo 1-4 conforme 1,2,3,4 y todos los observadores son acelerados,
esto desde la perspectiva del ctibit C en un sistema pentapartita W-class.
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Figura 3.8: (a) Comparacion de la funcion de enredo 1-4 conforme 1,2,3,4
y todos los observadores son acelerados, esto desde la perspectiva del
ctbit E en un sistema pentapartita GHZ. (b) Comparacion de la funcién
de enredo 1-4 conforme 1,2,3,4 y todos los observadores son acelerados,

esto desde la perspectiva del ctubit E en un sistema pentapartita W-class.

Como una tultima observacién en el estudio de los enredos 1-4 hay que hacer notar que

en todos los casos estudiados hasta aqui, el entrelazamiento no desvanece del todo atn a

velocidad infinita.
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3.2.5. Negatividad de los enredos 2-3

Atn a pesar de que los enredos 2-3 no son necesarios para el calculo de las medidas de
entrelazamiento total 7 se analizan en los sistemas pentapartita en marcos de referencia
no inerciales por completitud.

En este analisis no se exploran todas los enlaces 2-3, s6lo los mas representativas, a
saber, el enredo 2-3 de pares inerciales, el de una pareja combinaciéon de un cibit inercial
con uno no inercial y por supuesto el de el par no inercial.

En la figura 3.9-a tenemos el enredo 2-3 de un sistema pentapartita GHZ con un solo
observador acelerado, como podemos ver el enredo 2-3 cae de su valor inercial 1 hasta
1/4/2 cuando r = m/4, ademas es de destacar que todos los observadores ven el mismo
entrelazamiento.

En el caso del sistema W-class (Fig. 3.9-b) se aprecia que el entrelazamiento inercial
es de 0.9797 pero este cae a través de dos funciones dependientes del observador. Asi, el
entrelazamiento desde la perspectiva de un observador inercial en aceleracion infinita es
de 0.8195 (16.35 % menos respecto al original) y el del no inercial es de 0.7278 (25.71 %

de perdida de entrelazamiento).
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Figura 3.9: (a) Enlace 2-3 de sistemas pentapartita GHZ con 1 obser-
vador no inercial. (b) Enlace 2-3 de sistemas pentapartita W-class con 1

observador no inercial.

Cuando se considera a dos observadores acelerados se aprecia en los sistemas pentapar-
tita GHZ que hay maximo entrelazamiento de 1 cuando es totalmente inercial, la mayoria
de las configuraciones ven la misma funcion decreciente del enredo 2-3 cuando r — /4,

aqui este llega a ser de 0.5. Solo la configuracién con el par totalmente no inercial ve una
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funcién de enredo 2-3 ligeramente diferente, este alcanza un minimo en aceleraciéon infinita

de 0.3903 (ver figura 3.10-a).

94

Por su lado, los sistemas W-class con dos observadores no inerciales inician su enredo

2-3 en 0.9797 y este cae hasta 0.6159 cuando r = 7/4 en la mayoria de las configuraciones.

So6lo la configuracion totalmente no inercial sufre un enredo 2-3 marcadamente decreciente,

mas en aceleracion infinita todavia existe un entrelazamiento de 0.2274 (ver figura 3.10-b).
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Figura 3.10: (a) Enredo 2-3 en sistemas pentapartita GHZ. Se indica en
la figura las diferentes configuraciones de pares de ctbits que se analizan.
(a) Enredo 2-3 en sistemas pentapartita W-class. Se indica en la figura

las diferentes configuraciones de pares de ctbits que se analizan.

Si se hacen no inerciales tres cubits se aprecia que el enredo 2-3 de sistemas penta-
partita GHZ es casi el mismo en todos los observadores (Fig. 3.11-a). Comienza en 1 y
decae en aceleracion infinita hasta 0.2965, siendo la desviacion con respecto a las otras
configuraciones muy pequena.

En el caso W-class (Fig. 3.11-b) se observa que la funcion de enredo 2-3 es diferente
dependiendo del nimero de observadores no inerciales en el par observador, por ejemplo en
aceleracion infinita r = 7 /4 para un par totalmente inercial el entrelazamiento es 0.2774,
pero si el par se compone de un observador inercial y uno no inercial entonces el entrela-
zamiento es de 0.4566, y si tenemos que el par es totalmente no inercial el entrelazamiento

es de solo 0.1873.
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Figura 3.11: (a) Enredos 2-3 de sistemas pentapartita GHZ en marcos
de referencia no inerciales cuando tres ciibits son acelerados. Se prueban
varias configuraciones de los pares observadores, tal y como se indica en
cada grafica. (b) Enredos 2-3 de sistemas pentapartita GHZ en marcos
de referencia no inerciales cuando tres ciibits son acelerados. Se prueban
varias configuraciones de los pares observadores, tal y como se indica en

cada grafica.
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Comportamiento de los enredos 2-3 de sistemas pentapartita GHZ cuando 4 de los

cubits son no inerciales. Como se puede verificar visualmente en la figura 3.12-a, los enredos

2-3 son similares en extremo. El entrelazamiento inercial es de 1 y decae a 0.2206 si se

alcanza la aceleracion infinita r = /4.

Por otra parte, en los sistemas pentapartita W-class se tiene que se presentan dos com-

portamientos dependiendo del niimero de observadores no inerciales que tenga el enredo

2-3 (ver Fig. 3.12-a). Cuando el par observador se compone de un cibit inercial y uno no

inercial se tiene que el entrelazamiento decae hasta 0.1976 en aceleracién infinita, pero si

el par observador esta compuesto por dos ciibits no inerciales el entrelazamiento decae a

0.1376.
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Figura 3.12: (a) Enredos 2-3 de sistemas pentapartita GHZ con cua-

tro cibits acelerados. Se muestran las funciones enredo 2-3 para varias

configuraciones de pares observadores. (b) Enredos 2-3 de sistemas pen-

tapartita W-class con cuatro ciibits acelerados. Se muestran las funciones

enredo 2-3 para varias configuraciones de pares observadores.

Si todos los observadores son no inerciales tenemos que las funciones de enredo 2-3 en

sistemas GHZ y W-class se parecen bastante y todos los pares observadores ven el mismo

entrelazamiento (vea la figura 3.13).
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Figura 3.13: (a) Enredos 2-3 de sistemas pentapartita GHZ con 5 ctbits

acelerados. (b) Enredos 2-3 de sistemas pentapartita W-class con 5 ctibits

acelerados.

Para finalizar esta seccién se muestra la evoluciéon de la funcién de enredo 2-3 en siste-

mas pentapartita GHZ y W-class conforme aumenta el nimero de cibits acelerados. (Fig.

3.14). En general se observa un comportamiento decreciente de la funcién de entrelaza-

miento, pero este nunca desvanece en aceleracion infinita.
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Figura 3.14: (a) Comparacion de las funciones de entrelazamiento de
sistemas GHZ no inerciales conforme aumenta en niamero de cubits acele-
rados. (b) Comparacion de las funciones de entrelazamiento de sistemas
W-class no inerciales conforme aumenta en ntiimero de cibits acelerados.
3.3. Medidas de entrelazamiento residual total

Se estudio el entrelazamiento residual total 75 y II5 en los sistemas pentapartita GHZ
y W-class y se hacen comparaciones mediante graficas. Primero escribimos las expresiones
analiticas resultantes.

3.3.1. [Expresiones analiticas del entrelazamiento residual total 75

y II5 en sistemas GHZ

Entrelazamiento residual total enredo-m5 y Il5 de sistemas pentapartita GHZ con un

observador acelerado.

1

T5 = = (4cos’(r) + cos*(r)) (3.21)

ot =

—

IT5

(3.22)

(00512(1")) 1/

Entrelazamiento residual total enredo-ms y enredo-II5 de sistemas pentapartita GHZ

con dos observadores acelerados.

2 1 : 2
T = + 58 <1 — cos(4r) — 2v/24/cost (1) (35 — 4 cos(2r) + cos(4r))> )

(3 cos*(r)
(3.23)
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N 1/5
) (c0812(r) (1 — cos(4r) — 2v/2/cos*(r) (35 — 4 cos(2r) + COS(‘”’))) ) (3.24)
II; = ] 91/5

Entrelazamiento residual total enredo-ms y enredo-II5 de sistemas pentapartita GHZ

con tres observadores acelerados.

1 3
Fs = = <2 cos®(r) + 2096 (2 + cos(2r) — 2 cos(4r) — cos(61)—

) (3.25)
4v/2+/cosS(r) (130 — cos(2r) — 2 cos(4r) + Cos(6r))> )
1§I5 - (Cosl2(7") (2 + cos(2r) — 2 cos(4r) — cos(67)—
128 21/5 (3.26)
1/5 :

4v/2+/cos8 (1) (130 — cos(2r) — 2 cos(4r) + cos(6r)))6)

Entrelazamiento residual total enredo-75 y enredo-115 de sistemas pentapartita GHZ

con cuatro observadores acelerados.

5+ 4 cos(2r) — 4 cos(4r) — 4 cos(61) — cos(8r)—

ﬁ\/cosg(r)(515 — 4 cos(4r) + cos(8r))

a1 n
T 16384
, (3.27)
35 — 56 cos(2r) + 28 cos(4r) — 8 cos(6r) + cos(8r)—
1 42275 + 45904 cos(2r) + 36680 cos(4r)+
65536 | 1
\/5(\/(3824 cos(6r) + 2844 cos(8r) — 560 cos(107)+))
120 cos(12r) — 16 cos(14r) + cos(167)
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4 1
Il —creae (5 + 4 cos(2r) — 4 cos(4r) — 4 cos(6r) — cos(8r)

_8\/5\/(:088(7“)(515 — 4cos(4r) + COS(87“))>8

;

(3.28)
35 — 56 cos(2r) + 28 cos(4r) — 8 cos(6r) + cos(8r)—

L2\ /5
42275 + 45904 cos(2r) + 36680 cos(47)+

3824 cos(6r) + 2844 cos(8r) — 560 cos(10r)

Sl

+ 120 cos(12r) — 16 cos(14r) + cos(16r)

Ve

Entrelazamiento residual total enredo-m5 y enredo-115 de sistemas pentapartita GHZ

con cinco observadores acelerados.

5 1
Ty =———— — 4 4
5 =grrag 7+ 4 cos(4r) + 3 cos(8r)+

) (3.29)

11851 4 12532 cos(2r) + 8156 cos(4r)—

V2 | cost(r) | 116 cos(6r) + 436 cos(8r) — 124 cos(10r)+

\ 36 cos(12r) — 4 cos(14r) + cos(16r)
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5 =—— — 7+ 4cos(4r) + 3 cos(8r)+

s (3.30)

10

11851 4 12532 cos(2r) + 8156 cos(4r)—

V2 |cos(r) | 116 cos(6r) + 436 cos(8r) — 124 cos(10r)+

\ 36 cos(12r) — 4 cos(14r) + cos(16r)

3.3.2. Expresiones analiticas del entrelazamiento residual total 75

y enredo-II; en sistemas W-class

Entrelazamiento residual total enredo-75 y enredo-11; de sistemas pentapartita W-class

con un solo observador acelerado.

1/1
s = = <£ |Root [32#1° + (16 cos(2r) — 16)#1°+

(—64 cos(2r) — 12 cos(4r) — 52)#1+

+ 3cos(2r) — 6.cos(4r) — 3cos(6r) + 6&,1 ]|* + (3.31)
% ‘—2008(27“) — V2\/cos(4r) + 7 + 2‘2+

12 (\/ﬁ - 3>2)

25

1

1
I = %] — 2c0s(2r) — V2+/cos(4r) + 7 + 2|*/°-

= |Root [32#1° + (16 cos(2r) — 16)#1° + (—64 cos(2r)—
12 cos(4r) — 52)#1 + —6 cos(4r) — 3cos(6r) + 6&,1] | — 2 (V13 — 3)2

*(3.32)

Entrelazamiento residual total enredo-m5 y enredo-II5 de sistemas pentapartita W-class

con dos observadores acelerados.
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1 /1
5 = (% ‘Root [2#1° 4 8 cos(2r) + 3cos(4r) — 114#1% — 64 cos(2r) — 28 cos(4r)—
36#1 + 12 cos(2r) — 12 cos(4r) — 12 cos(6r) — 3 cos(8r) + 15&, 1]

3
100

—48 cos(6r) — 4 cos(8r) — 300) #1 + 48 cos(2r) — 15 cos(4r) — 40 cos(67)—

2
|+

‘Root [16#1° + 8 cos(4r) — 8#1° + (—464 cos(2r) — 208 cos(4r)

26 cos(8r) — 8 cos(10r) — cos(12r) + 42&, 1])* — %\/1_3 — 32>
(3.33)

Respecto a la expresion devuelta por MATHEMATICA en este y otros resultados similares,
se trata de una version correcta de los resultados en términos de la funciéon Root. Esto
reduce bastante la longitud del resultado.
2 1
H5 - 104/5
(—64 cos(2r) — 28 cos(4r) — 36)#1+

‘Root [2#1° + (8 cos(2r) + 3cos(4r) — 11)#1°+

+12 cos(2r) — 12 cos(4r) — 12 cos(6r) — 3 cos(8r) + 15&, 1]]/° -

(3.34)

(ﬁ )Root [16#1° + (8 cos(4r) — 8)#1% + (—464 cos(2r) — 208 cos(4r)—

- *148 cos(6r) — 4 cos(8r) — 300)#1 + 48 cos(2r) — 15 cos(4r) — 40 cos(6r)—

25

\ 26 cos(8r) — 8cos(10r) + — cos(12r) + 42&, 1]|* — 2 <\/ﬁ — 3>2>3

Entrelazamiento residual total enredo-m5 y enredo-II5 de sistemas pentapartita W-class
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con tres observadores acelerados.

1/ 3
s = - (ﬁ ‘Root [64#1° + (=16 cos(2r) + 128 cos(4r) + 16 cos(6r) — 128)#1%+

+(—1728 cos(2r) — 960 cos(4r) — 320 cos(6r) — 48 cos(8r) — 1040)#1+
165 cos(2r) — 22 cos(4r) — 121 cos(6r) — 100 cos(8r)

2
—43 cos(107) — 10 cos(12r) — cos(14r) 4+ 132&, 1] | +

+% ‘Root [20484:1° + (=256 cos(2r) + 512 cos(4r) + 256 cos(6r) — 512)#1°+
+(—52992 cos(2r) — 30960 cos(4r) — 12160 cos(6r) — 2976 cos(8r)—

384 cos(10r) — 16 cos(12r) — 31584)#1 + 2002 cos(2r) + 208 cos(4r)—

1092 cos(6r) — 1288 cos(8r) — 820 cos(10r) — 336 cos(12r) — 89 cos(14r) — 14 cos(16r)—

cos(18r) + 1430&, 1] ‘2 - 2—25 (V13- 3>2>

(3.35)

3 1
Il = ‘Root 64413 + (—16 cos(2r) + 128 cos(4r) + 16 cos(6r) — 128)#1%+

(—1728 cos(2r) — 960 cos(4r) — 320 cos(6r) — 48 cos(8r) — 1040)#1 + 165 cos(2r)+

6/5
—22 cos(4r) — 121 cos(6r) — 100 cos(8r) — 43 cos(10r) — 10 cos(12r) — cos(14r) +

132&,1] -

1
100

—512)#1% + (—=52992 cos(2r) — 30960 cos(4r) — 12160 cos(6r) — 2976 cos(8r)—

Root [2048#1% + (—256 cos(2r) + 512 cos(4r) + 256 cos(6r)-+

384 cos(10r) — 16 cos(12r) — 31584)#1 + 2002 cos(2r) + 208 cos(4r)—

1092 cos(61) — 1288 cos(8r) — 820 cos(107) — 336 cos(12r) — 89 cos(14r)—

2 ] 2\ 2
14 cos(16r) — cos(18r) + 1430&;, 1] ’ ~ 5 (\/1_3 - 3) )

(3.36)

Entrelazamiento residual total enredo-75 y enredo-11I5 de sistemas pentapartita W-class
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con cuatro observadores acelerados.

1
%5 = (400 ‘Root [1284:1° + (—320 cos(2r) + 576 cos(4r) + 320 cos(6r) + 16 cos(8r)+

— 592)#1% + (—49920 cos(2r) — 31920 cos(4r) — 14720 cos(6r) — 4640 cos(8r)+

— 896 cos(107) — 80 cos(12r) — 28896)#1 + 7072 cos(2r)+

1326 cos(4r) — 3264 cos(61) — 4488 cos(8r) — 3264 cos(10r) — 1581 cos(12r)—

2
528 cos(14r) — 118 cos(167) — 16 cos(18r) — cos(20r) + 4862&, 1] | +

109600 (‘4COS(2T) — 4 cos(4r) — 4 cos(61) — cos(8r)+

—32v/2+/cos2(r)(60 cos(2r) 4 cos(4r) + 67) + 5| +

‘240 cos(2r) + 492 cos(4r) + 16 cos(67) + cos(8r) — 8-

- V/24/cos® (1) (904 cos(2r) + 156 cos(4r) + 56 cos(6r) + cos(8r) + 931) + 163))2)
(3.37)

(‘4 cos(2r) — 4 cos(4r) — 4 cos(61) — cos(8r) — 32 -

- V/24/cos2(r) (60 cos(2r) + cos(4r) + 67) + 5| +
1 1 i ’240 cos(2r) + 92 cos(4r) + 16 cos(6r) + cos(8r)+

.
3200 23/5
cos® () (904 cos(2r) + 156 cos(4r)+
—8v2 +
56 cos(67) 4 cos(8r) 4+ 931)

\ +163D2

: ’Root [1284£1% + (—320 cos(2r) + 576 cos(4r) + 320 cos(6r) + 16 cos(8r) — 592)#1°+
+(—49920 cos(2r) — 31920 cos(4r) — 14720 cos(6r) — 4640 cos(8r) — 896 cos(10r)—
80 cos(12r) + —28896)#1 + 7072 cos(2r) + 1326 cos(4r) — 3264 cos(6r) — 4488 cos(8r)—

3264 cos(10r) — 1581 cos(12r) — 528 cos(14r) — 118 cos(167) — 16 cos(18r) — cos(20r)+

8/5
4862&, 1]
(3.38)
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Entrelazamiento residual total enredo-m5 y enredo-II5 de sistemas pentapartita W-class

con cinco observadores acelerados.

5

‘20 cos(2r) — 20 cos(4r) — 20 cos(6r) — 5 cos(87’)+

" 409600 (3.39)
—32v/24/cos2(r)(41(cos(4r) + 3) — 36 cos(2r))
5
5 = 109600 ‘20 cos(2r) — 20 cos(4r) — 20 cos(6r) — 5 cos(87“)+ (3.40)

—32v/2+/cos'2(r) (41(cos(4r) 4+ 3) — 36 cos(2r))

En la figura 3.15-a se muestra el entrelazamiento residual total 75 de los sistemas pen-
tapartita GHZ en un marco de referencia no inercial. Vemos que inercialmente el entrela-
zamiento es 1, pero que este decrece como funciéon del parametro r y del niimero de cubits
acelerados, de modo que en aceleraciéon infinita se tienen resultados del entrelazamiento

que se muestran en la tabla 3.5

Tabla 3.5: Entrelazamiento residual total w5 de sistemas pentapartita GHZ
Ntmero de

Entrelazamiento Perdida de
observadores no _
residual total m5  entrelazamiento

inerciales
1 0.4500 55 %
2 0.2109 78.91%
3 0.1027 89.73 %
4 0.0457 95.13 %
5 0.0211 97.89 %

Por otro lado Fig. 3.15-b se muestra los resultados para los sistemas W-class. Lo primero
que salta a la vista es que el entrelazamiento residual total 75 inercialmente es de 0.5813.
Pero conforme aumenta la aceleracion de los observadores el entrelazamiento decrece como

se detalla en la tabla 3.6
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Tabla 3.6: Entrelazamiento residual total w5 de sistemas pentapartita W-class

Numero de

Entrelazamiento Perdida de
observadores no .
residual total 75  entrelazamiento
inerciales
1 0.3793 34.73 %
2 0.2170 62.66 %
3 0.0944 82.90 %
4 0.0234 95.95 %
5 0.0035 99.38 %
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Figura 3.15: (a) Entrelazamiento residual total 75 en sistemas pentapar-

tita GHZ. Cada grafica es del estudio correspondiente a 1,2,3,4 y todos

los observadores no-inerciales. (a) Entrelazamiento residual total Il5 en

sistemas pentapartita GHZ. Cada grafica es del estudio correspondiente

a 1,2,3,4 y todos los observadores no-inerciales.
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Se puede afirmar que el entrelazamiento residual total II5 es muy similar al 75 a razén

de lo que se puede observar en la figura 3.16-a,b y porque asi se verific6 numéricamente.
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Figura 3.16: (a) Entrelazamiento residual total II5 de los sistemas GHZ.

Cada funcién corresponde a uno de los casos de estudio cuando 1,2,3,4

y todos los observadores son no inerciales. (b) Entrelazamiento residual

total 115 de los sistemas W-class. Cada funcion corresponde a uno de los

casos de estudio cuando 1,2,3,4 y todos los observadores son no inerciales.

Se compara el entrelazamiento residual total 75 y II5 para el caso de tres ciibits acele-

rados a fin de verificar visualmente que estos son muy similares (ver la figura 3.17.

75 /115

3.4.
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Figura 3.17: (a) Comparacion del entrelazamiento residual total my y II

de sistemas pentapartita GHZ cuando hay 3 observadores no inerciales.

(a) Comparacion del entrelazamiento residual total w4 y II de sistemas

pentapartita W-class cuando hay 3 observadores no inerciales.

Entropia

La entropia es el valor medio de los bits necesarios par transmitir o almacenar infor-

macion haciendo uso de un coédigo binario (Shannon, 1948; Cover and Thomas, 2006). Es

util para cuantificar el entrelazamiento ya que los estaros puros tienen menos entropia que
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sus partes (Wilde, 2017). Cuando un estado GHZ se vuelve no inercial, surgen estados de
antiparticula. Estos estados son removidos por medio de la traza sobre los estados no ac-
cesibles de la matriz de una matriz de densidad en un marco de referencia no inercial. Esto
tiende a producir una matriz de densidad mezclada (Asensio, 2019). Usando la entropia
de von Neumann definida por Bengtsson y Zyczkowski (Bengtsson and Zyczkowski, 2006;
Popescu and Rohrlich, 1997; von Neumann and Beyer, 1996) es posible inferir una per-
dida de entrelazamiento inducida por la decoherencia del sistema no inercial. La férmula

explicita de la entropia en este caso es:

n

S = —Tr(plog, p) = — Z A 1og, A (3.41)

i=1
donde A\ se refiere al i-esimo eigenvalor de la matriz de densidad p. Donde, para precisar,
se dice que a diferencia del calculo de la negatividad, la entropia de von Neumann no
requiere de la transpuesta parcial de la matriz de densidad. En este calculo solo se requiere

la traza parcial para obtener los subsistemas de la region accesible I.
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3.4.1. Eigenvalores no nulos de las matrices de densidad de los

sistemas pentapartita GHZ

Tabla 3.7: Eigenvalores de las matrices de densidad de los sistemas GHZ en marcos de

referencia no inerciales

Matrices de densidad Eigenvalores

PABCDE;

)\31 = %(3 + COS(2T’))

Mgy = 20
A2g = 15(11 4 4 cos(2r) 4 cos(4r))
PABCDE; Azg = %
Mgt = Agy = T5E0
Aos = g5 (15 cos(2r) + 6 cos(4r) + cos(6r) + 42)
PABCLD1Ey Aog = Aoz = Aag = Aag = A0 = A1 = 5 sin’(r) cos?(r)
Agz = 2500
A7 = 525 (56 cos(2r) + 28 cos(4r) + 8 cos(6r) + cos(8r) + 163)
Mg = Mg = Aag = Aog = 1 sin(r) cos’(r)
PAB(C1 Dy Ey A22 = Aag = Aag = g5 = 3 sin’(r) cos?(r)
Aog = sinZ(T)
Aoz = Aag = Agg = Ag1 = A2 = g5 sin’(2r)
A= = o <382 +120 cos(4r) + 10 cos(8r)+
—v/2+/(cos(4r) + 7)2(511 cos(4r) + 62 cos(8r) + cos(12r) + 1474))
A3 =AM =X =X =A =X =X =Aig = A1 = A1z = A\i3 =
PABICIDIET Ay = A5 = Aig = A7 = 3 sin’(r) cos®(r)

)\18 = >\19 = >\20 = /\21 = )\22 = )\23 = >\24 = /\25 = )\26 = >\27 =

2sin®(r) cos*(r)

)\28 = )\29 = )\30 = )\31 = )\32 = %SinS(T) COSZ(T’)

108
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3.4.2. expresiones analiticas de la entropia

Ahora se escriben las expresiones analiticas de las entropias de los sistemas pentapartita

GHZ para 1, 2,3,4, y todos los observadores acelerados.

1
S =

1 5 log (sin;(r)) () (3.42)

(3 4 cos(2r)) log (3(3 + COS(zT))) ~ 2log

~4log(2)
_ 1
16log(2)

1 log sin®(r)
210g(2) 2

é = (11 + 4 cos(2r) + cos(4r)) log (1—16(11 + 4 cos(2r) + COS(4T))) —

(3.43)

() — 0 1sin r)? ) sin(2r)?
)sm (r) 410g(2)1 g (8 (2r) ) (2r)
3 1

S = m(ﬁ& + 15 cos(2r) + 6 cos(4r) + cos(61))-

log (6i4(42 + 15 cos(2r) + 6 cos(4r) + cos(67"))) -

2Toa(2) 10;(2) 3 cos*(r) log (% cos*(r) SiDQ(T’)> sin®(r)— (3.44)
1

9 10g(2) 3 COSQ(T‘) log (5 COSQ(T> Sin4(r)> Sin4(’r‘>—

5 10; 8 (Sinz(”) sin(r)

4 1
S =-— m(l% + 56 cos(2r) + 28 cos(4r) + 8 cos(6r) + cos(8r))

1
log <%(163 + 56 cos(2r) 4 28 cos(4r) + 8 cos(6r) + 003(87"))) -
1

2 cos® () log (5 cos® (1) sin2(r)> sin®(r) — 10g1(2)2COS2(T) (3.45)

log(2)
log (% cos?(r) sin6(r)) sin® () —

2102; 8 <Sjnz(r)) sin®(r) — m;’)log (3—12 sin(?r)4)

sin(2r)*
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5
g —
B 1
2097152 log(2)

(782336 + 245760 cos(4r) + 20480 cos(8r)—

v ((—782336 — 245760 cos(4r) — 20480 cos(8r))*—
2097152(126 — 210 cos(4r) + 120 cos(8r) — 45 cos(12r) + 10 cos(167) — cos(20r))))

log(

2097152 (782336 + 245760 cos(4r) + 20480 cos(8r)—

v ((—782336 — 245760 cos(4r) — 20480 cos(8r))*—

2097152(126 — 210 cos(4r) + 120 cos(8r) — 45 cos(12r) + 10 cos(16r) — cos(20r)))))—
1
2097152 log(2)

(782336 + 245760 cos(4r) + 20480 cos(8r)+

v ((—782336 — 245760 cos(4r) — 20480 cos(8r))*—

2097152(126 — 210 cos(4r) + 120 cos(8r) — 45 cos(12r) 4+ 10 cos(167) — cos(20r))))

log(

2336 + 24 4r) + 204
S057 155 (752336 + 245760 cos(4r) + 20480 cos(8r)+

v ((—782336 — 245760 cos(4r) — 20480 cos(8r))*—

2097152(126 — 210 cos(4r) + 120 cos(8r) — 45 cos(12r) 4+ 10 cos(167) — cos(207)))))—

5 cos®(r) log (3 cos®(r) sin®(r)) sin®(r) 5 cost(r) log (5 cosS(r) sin*(r)) sin*(r)

21og(2) log(2)
5 cos*(r) log (5 cos* (1) sin®(r)) sin®(r) ~ 5cos?(r)log (3 cos®(r) sin®(r)) sin®(r)
log(2) 2log(2)

(3.46)
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3.4.3. Eigenvalores no nulos de las matrices de densidad de los

sistemas pentapartita W-class

Tabla 3.8: Eigenvalores de las matrices de densidad de los sistemas W-class en marcos de

referencia no inerciales

Matrices de densidad Eigenvalores

As1 = £(—=2)(cos(2r) — 1)

PABCDE;
As2 = £(2cos(2r) + 3)
A2g = 75(—8cos(2r) — 3cos(4r) + 11)
Aso = 75(—3)(cos(4r) — 1)

PABCD\E;
A3t = o5 (—4cos(2r) + cos(4r) + 3)
As2 = 75(20 cos(2r) 4 3 cos(4r) + 17)
A2s = g5(cos(2r) — 10 cos(4r) — cos(6r) + 10)
A2s = g5(cos(2r) — 4 cos(4r) — cos(6r) + 4)
Ao7 = g5(cos(2r) — 4 cos(4r) — cos(6r) + 4)
Aos = g5 (—15cos(2r) 4 6 cos(4r) — cos(6r) + 10)

PABC D E
A2g = g5(— cos(2r) — 2cos(4r) + cos(6r) + 2)
As0 = g5(— cos(2r) — 2cos(4r) + cos(6r) + 2)
A3t = g5(—25cos(2r) 4 4 cos(4r) + cos(6r) + 20)
As2 = 55(39 cos(2r) 4 12 cos(4r) + cos(6r) + 28)
A7 = 515(28 cos(2r) — 52 cos(4r) — 28 cos(6r) — cos(8r) + 53)
Ais = A1g = Agg = 5p5(12 cos(2r) —20 cos(4r) —12 cos(6r) —cos(8r) +
21)

PAB\C1 D1 E;
Aot = g5 (—244 cos(2r) + 92 cos(4r) — 12 cos(6r) — cos(8r) + 165)
A22 = Aoy = gy = g5(—4 cos(2r)—4 cos(4r)+4 cos(6r)—cos(8r)+5)
Aos = 515(296 cos(2r) + 124 cos(4r) 4 24 cos(6r) + cos(8r) + 195)
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PABC1 D1 Fy

)\126 = )\27 = )\28 = )\29 = )\30 = )\31

%Root [8388608#1° + #1°(50331648 cos(2r) + 125829120 cos(4r)—
50331648 cos(67)+

—6291456 cos(8r) — 119537664) + #1*(—481296384 cos(2r)+
—1382547456 cos(4r) + 745537536 cos(6r) + 316932096 cos(8r)+
—279969792 cos(10r) + 11010048 cos(12r) + 15728640 cos(14r)+
4983040 cos(167) + 1053622272) + #1°(2171338752 cos(2r)+
+6905266176 cos(4r) — 4018929664 cos(6r) — 2324348928 cos(8r)+
+2412380160 cos(107) + 98500608 cos(12r) — 609878016 cos(141)+
+106266624 cos(167) + 47054848 cos(18r) — 7667712 cos(20r)+
—1966080 cos(22r) — 81920 cos(24r) — 4777934848)+

#1% (4560543744 cos(2r) —

16352907264 cos(4r) + 9391104000 cos(61) 4+ 7005321216 cos(8r)+
—7196958720 cos(107) — 1013428224 cos(12r) + 2929876992 cos(14r)+
—405298176 cos(167) — 617078784 cos(18r) 4+ 189788160 cos(20r)+
+55861248 cos(22r) — 23623680 cos(24r) — 2383872 cos(261)+
+872448 cos(28r) + 122880 cos(30r) + 3840 cos(32r) + 10599271680)+
F#1(3607650816 cos(2r) + 16021941504 cos(4r) — 8138605056 cos(67)+
—8649303744 cos(8r) + 7579825152 cos(10r) + 2581464576 cos(12r)+
—4289639424 cos(14r) — 317184 cos(167) + 1532869632 cos(18r)+
—336179712 cos(20r) — 324369408 cos(22r) + 131680032 cos(24r)+
+32823552 cos(26r) — 21964416 cos(28r) — 567552 cos(30r)+
+1416384 cos(32r) 4+ 16128 cos(34r) — 39552 cos(367)+

—3840 cos(38r) — 96 cos(40r) — 9728697792) — 1013362272 cos(2r)+
—5460586704 cos(4r) + 2424675296 cos(61) 4 3412.98744 cos(8r)+
—2554662240 cos(10r) — 1445990192 cos(12r) + 1767836640 cos(14r)+
+307165935 cos(167) — 857637648 cos(187) + 61393704 cos(20r)+
+289752144 cos(22r) — 75524348 cos(24r) — 64251408 cos(261)+
+28810200 cos(28r) + 7916240 cos(30r) — 5914878 cos(32r)+
—222576 cos(34r) + 628344 cos(367) — 45264 cos(38r)+

—26796 cos(40r) + 1040 cos(42r) + 648 cos(44r) + 48 cos(46r)+

+ cos(48r) + 3174435342&, 6]

sin®(r
Ay = 5
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M=z = 57 (382 + 120 cos(4r) + 10 cos(8r)+
—v/2+/(cos(4r) + 7)2(511 cos(4r) + 62 cos(8r) + cos(12r) + 1474))
A=A =X =X =X & =X =X = Ao = A1 = Ao = A3 =

P A1 B1C1 Dy Fy A4 = >\15 = )‘16 = )\17 = %Sin4(7’) COSG(T)
)\18 = )\19 = >\20 = AQI = )\22 = )\23 = >\24 = A25 = )\26 = )\27 =
1sin®(r) cos*(r)

)‘28 = )\29 = )\30 = )\31 = )\32 = %Sil’l8<7’> COSZ(T)

Ahora se escriben las expresiones analiticas de las entropias de los sistemas pentapartita

W-class para 1, 2, 3, 4 y todos los observadores acelerados.

& _ 2(cos(2r) — 1)log (5(=2)(cos(2r) — 1)) _ (2cos(2r) +3) log ((2cos(2r) +3))
5log(2) 5lo0g(2)
(3.47)

g’: 40%g@)i%(cos(élr) —1)log (%(—3)(0%(47“) — 1)) +

40 lolg(2)3( 4cos(2r) 4 cos(4r) + 3) log (%( 4 cos(2r) + cos(4r) + 3)) +

1 1
~ T0log(z) (20 0s(2r) + 3 cos(dr) +17)1 (4—0 (20 cos(2r) + 3 cos(4r) + 17)) +
TG lolg(2)( 8 cos(2r) — 3cos(4r) + 11) log (4i —8cos(2r) — 3cos(4r) + 11))

(3.48)
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_sins(r) log (sin®(r)) B 1
log(2) 801og(2)

5
S = (—4 cos(2r) — 4 cos(4r) + 4 cos(6r)+

— cos(8r) + 5) log (%(—4 cos(2r) — 4 cos(4r) + 4 cos(6r) — cos(8r) + 5)) +

~ a3 101g(2) (4 cos(2r) — 4 cos(4r) — 4 cos(61) — cos(8r) + 5) log (%(4 cos(2r) — 4 cos(4r)+

—4 cos(6r) — cos(8r) +5)) + 3(—4cos(2r) + 4 cos(4r) + 4 cos(6r)+

1601og(2)
+ cos(8r) — 5) log (6710(_3)(_4 cos(2r) + 4 cos(4r) + 4 cos(6r) 4 cos(8r) — 5)) +
1

- 1
- 3 og2) (56 cos(2r) 4 28 cos(4r) + 8 cos(67) + cos(8r) + 35) log (—(56 cos(2r)+

128
1

M3<4 cos(2r) + 4 cos(4r) — 4 cos(6r)+

28 cos(4r) + 8 cos(6r) + cos(8r) + 35)) +

+ cos(8r) — 5) log (6710(_3)(4 cos(2r) + 4 cos(4r) — 4 cos(6r) + cos(8r) — 5)) +

1

~ 401log(2)
1

~ 12810g(2)
1

~ 64010g(2)

(—4 cos(4r) + cos(8r) + 3) log (%(—4 cos(4r) + cos(8r) + 3)) +

(—4 cos(4r) + cos(8r) + 3) log (%(—4 cos(4r) + cos(8r) + 3)) +

9(—4 cos(4r) + cos(8r) + 3) log <%(—4 cos(4r) + cos(8r) + 3))

(3.49)

Se contrasta el comportamiento de la entropia tanto en los sistemas pentapartita GHZ

como en los W-class como se muestra en la figura 3.18.



CAPITULO 3. DESARROLLO Y METODOLOGIA 115

e 1
- L e — S
- " .
3 e 3 L? .
2 .7 - 2 ¢ . .-
%] ’ ‘ - - - - L4 ‘. i == - - é
) . Py PR . . ¢ P "
- - - 4
___________ 4
¢':‘: ------------------ ¢:'—"‘ —__—-— """"""" S
PR S (a) # 0.0 7 me=T (b)
0 Limgr2or== ‘ ‘  malhE ‘ ‘ 8
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 ==
r T

Figura 3.18: (a) Entropia de los sistemas GHZ en marcos de referencia

no inerciales. Cada gréafica de abajo hacia arriba representa cuando un
1 2

observador es acelerado (S), dos observadores acelerados (5), tres ob-

3 4
servadores (5), cuatro (S) y todos los observadores siendo no inerciales

().

La entropia también confirma los resultados obtenidos mediante los entrelazamientos
1-4 y el residual total 75 y Il5 acerca de que el sistema desgasta la propiedad cuéntica
de entrelazamiento al aumentar su aceleracion hasta infinito. Esto es, que las matrices de
densidad se vuelven cada vez més separables, los sistemas cuénticos se vuelven cléasicos.
Por dltimo, se destaca la mayor cantidad de entropia en los sistemas W-class, que resulta
de que las transformaciones de Rindler inducen la creacién de més posibles estados en
la configuracion del vector de estado del sistema pentapartita, por lo que hay mayor

aleatoriedad y desorden en este tipo de sistemas.

3.5. Medidas de entrelazamiento para estados GHZ n-
partita en un marco de referencia no inercial

Acorde a la experiencia que se logré con los experimentos realizados con estados GHZ
pentapartita en marcos de referencia no inerciales en el calculo de las medidas: enredo
1-(n — 1), entrelazamiento residual total y la entropia. Se estudia el comportamiento de
estados GHZ con tres, cuatro, cinco, seis, siete y ocho cuibits entrelazados. De la misma
manera como se realizo solo con cinco cubits, se estudian las medidas de entrelazamiento

como funcion de un parametro r € [0,7/4] asociado a la aceleracion y también como
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funcion del nimero de observadores no inerciales.

Se desarrollaron en MATHEMATICA formulas para hacer el calculo de los vectores de
estado, los productos externos, las trazas y las traspuestas de las matrices de densidad. Esto
ya que el software de QUANTUM NOTATION presenta fallas en los productos matriciales
de vectores de mas de 65536 entradas. Por continuidad de los argumentos de este trabajo,

dicho material se excluye del trabajo principal pero puede ser revisado en el Apéndice A.1.

3.5.1. Forma de los estados GHZ en un marco de referencia no

inercial

Las medidas de entrelazamiento de estados GHZ en un marco de referencia no inercial
pueden ser generalizadas. Esto por medio del analisis de la forma de las matrices de
densidad de los estados GHZ. Comenzamos por ver que el vector de estado en general

tiene la forma.

1

‘GHZ>1,2,...,7’L \/5

(101050, + 1115 1,,)) = <%0 . o%) (3.50)

goee

n-esimo observador es acelerado, el vector columna se vuelve

cos(r) _ sin(r) 1 > 4
GHZ = ,0, ,0,...,0,—,0 3.51
| >1,2,...,TLI,TLH ( \/§ \/é \/§ ( )
donde |GHZ), , , tiene 2"+ entradas y aumentan a tres el ntimero de términos no nulos.

Mientras més ctbits son acelerados, el tamafo del vector columna aumenta a 2("+? donde
27 + 1 son términos no nulos de la forma cos®(r)sin®(r) que estan separados por bloques
de 27 ceros de diferente tamano. Es importante recordar que n es el nimero de cibits

entrelazados y ¢ es la cantidad de cibits acelerados y por ello no inerciales. Por ejemplo,
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un sistema heptapartita con cuatro cubits no inerciales es

|GHZ> 1,2,3741,411,5[,511,6[,611,71,711 = ﬁ (COS (T)7 \0/_/’ COS (r> Sln(T) ) \0/_/’
2 8

,cos?(r)sin®(r), 0 ,cos®(r)sin(r),

30, 20, cin2
cos”(r) sin(r), , cos”(r) sin“(r), g

0 0
gl g

at

cos?(r) sin?(r), ,cos® () sin(r), , cos? (1) sin®(r), \q_z (3.52)

2
0 ,cos(r)sin®(r), 0 0
—~— —~— ~ -

2 128
cos?(r) sin?(r), (2) ,cos(r) sin®(r), :?2

,cos?(r) sin?(r), (2) ,cos(r) sin®(r), 2

1 T
...,0,0,—, 0
\/5 85)

cos(r) sin®(r), \2/_/, sin®(r), 0,0
donde el indice bajo los ceros indica el niimero de ceros reales dentro de este bloque de ceros
en particular. Los bloques de ceros siguen una secuencia. Bloques de 2 ceros se alternan
cada 2 términos, bloques de 8 ceros se alternan cada 4 términos, bloques de 32 ceros se
alternan cada 8 términos a asf se sigue. Es decir, se observa que las longitudes de los bloques
de ceros siguen la secuencia 2',23,...,2¢"D  Que se alternan cada 2',22 23 ... 21
términos, respectivamente. El nimero de ceros después del término 1/ V2 también presenta

una regularidad. Esta puede ser calculada con la siguiente férmula

q—1

> o (3.53)

1=0

Veamos ahora los términos de la forma cos®(r)sin”(r). Estos presentan una regularidad
en las potencias « y . La secuencia de las potencias de los cosenos se puede obtener
viendo que para ¢ = 1, estas son {1,0}, para ¢ = 2 son {2,1,1,0}, para ¢ = 3 son
{3,2,2,1,2,1,1,0}, para ¢ = 4 se puede definir definir la matriz

(3.54)

N W W
=N N W
_NN N W
o = =N
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donde es posible leer la secuencia correcta de las potencias de coseno. Para ¢ = 5 se definen

54 43 43 3 2
43 3 2 3221
MO = , MW = (3.55)
43 3 2 3221
3221 2110

para ¢ = 6 son {M© MO MO M®HY para ¢ = 7 estas son {MD MO MO N©®)
MO MO MO MDY v para ¢ = 8 se repite una nueva secuencia de matrices de la

siguiente forma

(3.56)

donde es posible leer la correcta secuencia de las potencias de coseno. Es facil ver que
este patron se sigue para valores méas grandes de q. Después, la secuencia de las potencias
de seno se puede obtener restando de la cantidad 2¢ cada correspondiente término en los
COSenos.

Tal como se realizo en el caso pentapartita, se traza sobre los estados de antiparticula

en la regién Il a partir de cada matriz de densidad p1a,_. nny; = |GHZ), GHZ|.

<ML NIT <

La traza parcial mapea todos los términos no nulos sobre la diagonal de una matriz de
tamarno (2"~ !'x2"~1). En otras, palabras este procedimiento remueve todos los bloques de

ceros y la mayoria de las coherencias de la matriz de densidad p; . ,. Por lo tanto, la

.....

forma general de la matriz de densidad reducida es

cos?4(r) cos?(r)
5 . 0 . . 0 0 ——
M2 . 2q—MZ.‘1j
0 cos I (r) s12n I (1) 0 0 0 0
’ ’ oot (3.57)
0 0 0 =g
0 0 0 0
cos?(r) 0 0 0 %
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donde Mi(f;) se refiere al término 4, j de la matriz M9, que sigue la secuencia de las po-
tencias de los cosenos. Debe ser notado que los términos cos?(r)/2 en las esquinas son
una propiedad de este tipo de matrices de densidad de los estados GHZ en un marco de

referencia no inercial.

3.5.2. Negatividad de los estados GHZ en un marco de referencia

no inercial

En continuacion del caso pentapartita, para un caso general de estados GHZ no inercia-
les comenzamos suponiendo que el n-esimo ciibits es no inercial con aceleraciéon uniforme
en el plano (t,z) mientras que los cubits 1, 2, ..., (n — 1) se mantienen estacionarios.
Después es acelerado el siguiente cubit, v.gr. el ctbit (n — 1)-esimo y también el n-esimo
se mueven con aceleracion uniforme mientras que los otros observadores se mantienen
inerciales. Para ilustrar este caso se hace la transformacion a coordenadas de Rindler del
estado (3.50)). Esto es, que cuando el n-esimo cubit del estado GHZ es no inercial, la

expresion del vector de estado correspondiente es:

GHZ) .y o = % <cos(r) 10102+ - O, O ) + si0(r) [0105 . .- Ly L) + [111s. . 1n10nu>>

(3.58)
De manera similar, se aplica la transformacion a coordenadas de Rindler de los demas
cubits cuando estos se consideran no inerciales.

Las figuras 3.19, 3.20 y3.21 muestran la comparaciéon entre negatividades enredo 1 — 4
de estados GHZ de n = {3,4,5,6,7,8} cubits entrelazados cuando uno, dos y tres obser-
vadores son no inerciales. Se observa que en todos los casos Ni_(,—1) es dependiente del
parametro r € [0, oo| asociado a la aceleracion, pero también del namero ¢ de observadores

acelerados. Sin embargo, nunca del nimero n de cubits entrelazados.
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Figura 3.19: Comparacion de los enredos 1-(n — 1) de estados GHZ de
tres, cuatro, cinco, seis, siete y ocho cubits entrelazados cuando un ob-

servadores es no inercial.
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Figura 3.20: Comparacion de los enredos 1-(n — 1) de estados GHZ de
tres, cuatro, cinco, seis, siete y ocho cubits entrelazados cuando dos

observadores son no inerciales .
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Figura 3.21: Comparacion de los enredos 1-(n — 1) de estados GHZ de
cuatro, cinco, seis, siete y ocho cubits entrelazados cuando tres ciibits

son no inerciales.

Las expresiones analiticas de estas graficas son

Nia3 = Niaza, = Ni23as = Ni23456 = Ni-234567 = N1-2345678 = cos(r)
(3.59)
L, .
N1—21,31 :E ‘8811’14(7")—
1
E\/QOO cos(2r) + 92 cos(4r) — 8 cos(6r) + cos(8r) + 227 ;

_ _ o _ _ 2
Niogia = Niazas = Niazase = Ni23456,7 = Ni-234567.8 = cos™ (1)

(3.60)

1 :
N1—2113I74I = a ’32 SII16<T)—
1
—2\/3048 cos(2r) + 2031 cos(4r) + 36 cos(6r) + 66 cos(8r) — 12 cos(10r) + cos(12r) + 3022

V2

o _ _ o 3
Ni23 a5 = Ni23asne = Ni-23a506,7 = V12345678 = c08”(7)

(3.61)
de donde se puede seguir con base en los resultados de estos experimentos que:

Proposiciéon acerca de las negatividades en estados GHZ n-partita en un marco de

referencia no inercial. Las negatividades enredo Ny_,—1) dependen del nimero de cibits

no inerciales de tal manera que siempre que exista al menos un observador inercial entre
los (n — 1) modos, las funciones de negatividad serdn las mismas, esto sin importar el

numero de cubits entrelazados.
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3.5.3. Entrelazamiento residual total en estados GHZ n-partita

En analogia a los experimentos realizados con sistemas pentapartita, también se estudia
la medida de entrelazamiento residual total de los estados GHZ n-partita no inerciales.
Esto es, se calcul6 el entrelazamiento residual total m-tangle en sus versiones aritmética y
geométrica.

Entrelazamiento residual total aritmético

(M + 7o+ -+ my)
n

(3.62)

m =
n

Entrelazamiento residual total geométrico

(3.63)

3=

M= (m - -mg-...m)

donde los entrelazamientos residuales parciales son obtenidos por una formula similar a la

usada en el caso pentapartita, esta es:

= N12—23...j...n - N12—2 - N12—3 - N12—j - N12—n J#1
T2 = N22713...j...n - N2271 - N2273 - Nz{j - N227n J#2
T = Nz‘2—12...j...n - N22—1 - N22—3 - NiQ—j - T N22—n JF#i
Tn = stlz..(nfl) - N72zfl - N372 e szj - Nr%f(nfl) J#n

(3.64)

que es una expresion basada en (Oliveira and Ramos, 2010). Donde cabe destacar lo
remarcado en (Dong et al., 2022), acerca de que las negatividades enredo N;_;, todas
estas son cero para el caso de los estados GHZ.

Las figuras 3.22, 3.23 y 3.24 muestran una comparacion del entrelazamiento total resi-
dual Ty 1;[ de los estados GHZ de n = {3,4,5,6,7,8} cibits entrelazados cuando uno, dos

y tres observadores se vuelven no inerciales. Claramente, estas son funciones del parametro
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r € [0,7/4] asociado a la aceleracion, del numero n de ctbits entrelazados pero también
hay una dependencia del pardmetro ¢ de observadores acelerados en el sistema. Es de

notar que en los casos estudiados, la diferencia entre el promedio aritmético y geométrico

es muy pequena, tal que puede ser ignorada.

Whole Residual Entanglement

Whole Residual Entanglement

0.21
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Figura 3.22: Comparacion de el entrelazamiento residual total = y II
n n

de estados GHZ de n = 3,4,5,6,7,8 cubits entrelazados cuando un

observador es no inercial. Las linea discontinua roja corresponde al limite

cos?(r) cuando n — oo.
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Figura 3.23: Comparacion del entrelazamiento residual total 7 y II de

estados GHZ de n = 3,4,5,6,7,8 cibits entrelazados dos observadores

son no inerciales. La linea discontinua roja corresponde al limite cos*(r)

cuando n — oo.
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Figura 3.24: Comparacion del entrelazamiento residual total 7 y II de
estados GHZ de n = 3,4, 5,6, 7,8 ctubits entrelazados cuando tres obser-
vadores son no inerciales. La linea roja discontinua es el limite cos®(r)
cuando n — oo.
Expresiones analiticas de estas graficas son dadas en adelante.
1 9 n—1 1
7 = cos (r) + —cos®(r) |, n=1{3,4,5,6,7,8} (3.65)
n n n
1 n
1= <cos(2n“)(r)> , n=1{3,4,56,7,8) (3.66)
2 n—2 1 2
7 = cos’(r) < + 5 <— sin®(r) + 4/sin*(r) + 4) > , n=1{3,4,56,7,8} (3.67)
n n n
: s’ (r) + 4 +sin2(r) |
in®(r in*(r
IT = cos'(r) ( 5 ) . n=1{3,4,56,7.8) (3.68)

Sw

n 4n

= cos’(r) (n —9 + 3 <— sin®(r) cos*(r) + \/sin4(r) cos?(r) + 4> 2) , n=1{3,4,5,6,7,8}

(3.69)

n

6/n
3 i 2( 4
1T = cos®(r) (sm cos(r \/Sln ) cos?(r) + ) n={3,4,56,7,8} (3.70)

donde los superindices sobre 7 y II se refieren al ntimero ¢ de observadores no inerciales

en el estado, y los subindices se refieren a |1 ntimero de cibits entrelazados del sistema.

A partir de las formulas previas se puede inferir que:
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Proposicion acerca del entrelazamiento residual total de estados GHZ en un marco
de referencia no inercial. El entrelazamiento residual total de un estado GHZ con g
observadores no inerciales puede incrementarse hasta cos® (r) por medio de aumentar el

numero de sus cubits inerciales en el sistema.

O sea, si aumentamos la cantidad de cubits que comparten el entrelazamiento para una g
fija, esto le da robustez al estado GHZ n-partita.

Ademas, como se puede apreciar en la figura 3.25 los entrelazamientos residual total 73
y 7zr son muy proximos a cos'%(r) y a cos!S(r) respectivamente. Es decir, que las cantidades
\73 — cos'O(r)] y ]72? — cos!'S(r)| tienden a cero muy rapido cuando ¢ aumenta, lo que en
términos practicos significa que el en entrelazamiento residual total de cualquier cantidad

de cibits no inerciales en estos estados GHZ queda confinada por estas curvas.

= : : : : :
o 1.0 1 1.0p
§
2 0.8} ] 0.8}
s
5 0.6F 1 . 0.6F .
s —r .
3 04f ] 5 04l ] A
[7}
3 — (5 — (8
x 0.2f ] (o) 0.2} (e)
)
[=}
£ 0o} ] 0.0}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Figura 3.25: Comparacion del entrelazamiento residual total de estados
. . 5 8 .
GHZ totalmente no inerciales m y 7 contra sus cotas superiores cos'?(r)
578
16 i S d i b 1
y cos'®(r) respectivamente. Se puede apreciar que en ambos casos, las
graficas azul y roja se vuelven mas proximas conforme aumenta el ni-

mero g de observadores no inerciales.

Otra exploraciéon que se realizo, fue ver como es el entrelazamiento en aceleracion infi-
nita (r = 7/4) como funciéon del ntimero de observadores no inerciales. Esto se realizo,
utilizando la aproximacion a cos?(r) de la medida de entrelazamiento residual total. El
resultado se puede ver en la figura 3.26, donde para ¢ = 4 se ve que el entrelazamiento es
de menos del 10 % del entrelazamiento totalmente inercial. Todavia peor para ¢ = 7, este

es de menos del 1%.
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Figura 3.26: Comparacion de la aproximacion cos®(r) de varios estados
GHZ como funcion del nimero de observadores no inerciales en acelera-

cion infinita (r = 7/4).

Hay que mencionar que el diseno de protocolos cuanticos debera considerar que el
entrelazamiento con mas de siete ctibits no inerciales es demasiado bajo, tanto que tareas
tales como la destilacion y la correcciéon de errores cuanticos podrian estar comprometidas

(Kozlowski et al., 2020).

3.5.4. Entropia de los estados GHZ n-partita en un marco de

referencia no inercial

Siguiendo con la metodologia aplicada en el estudio de los estados GHZ n-partita
en un marco de referencia no inercial, se calcul6 la entropia de sistemas entrelazados con
n ={3,4,5,6,7,8} cubits entrelazados, donde se van haciendo de uno en uno, no inerciales
a los observadores de estos estados. Las figuras 3.27, 3.28 3.29 muestran los resultados
correspondientes a los experimentos descritos. Se encuentra que estas funciones dependen
del nimero de cubits no inerciales, asi como del pardmetro r € [0,7/4] asociado a la
aceleracion, sin depender del niimero de cibits entrelazados. El aumento en las funciones
de entropia esta asociado a | grado de decoherencia en los estados GHZ cuando méas y més

cubits se vuelven no inerciales en el sistema.
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Figura 3.27: Comparacion de las entropias de estados GHZ de tres, cua-

tro, cinco, seis, siete y ocho cibits entrelazados, cuando uno de estos es

no inercial.

Figura 3.28: Comparacion de las entropias de estados GHZ de tres, cua-

tro, cinco, seis, siete y ocho cubits entrelazados, cuando dos de estos son

no inerciales.
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Figura 3.29: Comparacion de las entropias de estados GHZ de tres, cua-
tro, cinco, seis, siete y ocho cubits entrelazados, cuando tres son no

inerciales.

donde, las expresiones analiticas de estas graficas se presentan a continuaciéon
1 1 1 1 1
S3=8,=55=5¢=957=
S
7 4log(2)

(cos(2r) + 3) log (3(008(27’) + 3)) + (3.71)
sin?(7)
)

~ Tog(2) sin®(r) log (

2 2 2 2 2
S3=54=_55=56=57=

2

Sg = (4 cos(2r) + cos(4r) + 11) log <%(4 cos(2r) + cos(4r) + 11)) +

 1610g(2)
__ 16
161og(2)

(3.72)
(sin®(r) cos®(r)) log (% sin?(r) cosQ(r)) +

sin®(r) log ( Z(”)

~ 161og(2)
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gg =— m (12 cos(4r) + V/2+/639 cos(4r) + 30 cos(8r) 4 cos(12r) + 1378 + 52)
log (% (12 cos(4r) + \/5\/639 cos(4r) + 30 cos(8r) + cos(12r) + 1378 4+ 52)) —
1 (12 cos(4r) — V/2+/639 cos(4r) + 30 cos(8r) 4 cos(12r) + 1378 + 52)
1281log(2)
log (% (12 cos(4r) — \/5\/639 cos(4r) + 30 cos(8r) + cos(12r) + 1378 + 52)) —

3 1

210g(2) sin®(r) cos®(r) log (5 sin®(r) C0s4(7~)> -

sin (r) cos?(r) log (% sin (r) cos?(r)>

2log(2)
3 3 3 3
Sy =85=95¢=57=

3 1
Sg=— m(w cos(2r) + 6 cos(4r) + cos(6r) + 42)-

1
log (6—4(15 cos(2r) + 6 cos(4r) + cos(6r) + 42)) +

96
 641og(2)

96
 641og(2)

32
 641og(2)

sin® (1) cos?(r) log (% sin*(r) cosQ(r)) +

sin?(r) cos(r) log (% sin’ () cos‘*(r)) +
sin®(r) log (Sm(i#)
(3.73)

donde los subindices debajo de S corresponden al ntimero de cubits entrelazados y el

superindice al nimero de ciibits no inerciales.

Se infiere con base en la regularidad de los estados GHZ n-partita en un marco de
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referencia no inercial que la expresion general para las funciones de la entropia es:

3 _ 1 2q—1 : ) :
Sy = Pilog(2) ((2 + ap) + Z a; cos(2ir)

i=1

log (2% (ao + zq: 005(22'7"))) +
. =1 (3.74)
3 C’) (2¢ — 1) <cos2q—2i(r> sm%(r)) :

=1

1 . .
log (5 cos?~ % (r) sin%(r)> : g<n

1 q
donde {ag, a;} es obtenida mediante la relacién sin®?(r) = 5301 (ag + > a cos(2ir)).
i=1

q
Notar que la entropia S,, de los estados GHZ es la misma siempre que al menos uno de los

observadores en el sistema es inercial, es decir:

Proposiciéon acerca de la entropia en estados GHZ en un marco de referencia no
inercial La entropia es una funcion del pardmetro r € [0, 7/4] asociado a la aceleracion
y al nimero de cubits no inerciales, siendo la misma entre aquellos estados GHZ que
tengan el mismo numero de observadores no inerciales y siempre que exista al menos un

cubit inercial en el sistema.



Capitulo 4

Resultados, Discusion y Conclusiones

Se encuentra a partir de los calculos de la negatividad y el entrelazamiento residual total
en los sistemas pentapartita GHZ y W-class que el entrelazamiento decrece como funcion
del niimero de observadores no inerciales y también del pardmetro de la aceleracion r. Es
valioso notar de los enredos 1-4 que el entrelazamiento es dependiente del observador de
referencia. De los enredos 2-3 vemos varias situaciones que mencionamos para cumplir con
la correcta caracterizacion de los sistemas. Para el caso con un solo observador no inercial
el sistema W-class es méas robusto que el GHZ. En el caso de dos observadores inerciales
se presenté un comportamiento curioso en el sentido de que el entrelazamiento es mayor
en los sistemas W-class con respecto a los GHZ cuando todos el par es inercial pero es
menor cuando uno del par es no inercial. En el caso con tres observadores inerciales se
presentan tres situaciones, el entrelazamiento en los sistemas W-class es mayor a los GHZ
si al menos uno de los observadores es inercial, pero en el mismo sistema, este decrece
si los dos observadores son inerciales, y en el caso donde el par es totalmente no inercial
el entrelazamiento del sistema W-class es todavia menor al del sistema GHZ. En caso de
cuatro observadores no inerciales vemos que el entrelazamiento es muy similar en ambos
sistemas. El dltimo caso, cuando todos los observadores son no inerciales el entrelazamiento
de los pares en el sistema GHZ siempre es mayor al W-class.

Las medidas de entrelazamiento residual total w5 y Il siempre es mayor en sistemas
GHZ que en los W-class. Aunque cabe remarcar que ambas medidas de entrelazamiento

miden valores muy similares, a tal grado que podemos empalmar ambas grafica y notar que
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son casi idénticos. Asi mismo, se concluye que esta medida de entrelazamiento respalda
la idea de que el entrelazamiento de los sistemas pentapartita en marcos de referencia no
inercial es dependiente del ntimero de observadores no inerciales asi como del pardmetro
de la aceleracion r.

Las entropia por su parte sirve para confirmar la perdida de entrelazamiento, esto de
manera indirecta, ya que como bien puede verificarse por medio de los experimentos, esta
aumenta conforme aumenta el nimero de observadores no inerciales y el parametro de
la aceleracion r, lo que coincide con los resultados anteriores. Ademas, al revisar en la
literatura, vemos que la entropia del sistema pentapartita es mayor a la entropia de los
casos tetrapartita y tripartita (Bennett et al., 1993; Bennett et al., 1997; Torres-Arenas
et al., 2019).

Por otra parte las medidas de entrelazamiento en estados GHZ n-partita presentaron
una forma regular en cuanto a seguir un patréon. Esta regularidad es heredada a lo largo
de todos lo resultados, lo cual induce un patrén en los correspondientes resultados de la
negatividad, el entrelazamiento residual total y en la entropia.

Usando la aproximaciéon de modo tinico y con base en los resultados de las medidas
de entrelazamiento de estados los estados GHZ n-partita en un marco de referencia no
inercial con n = {3,4,5,6,7,8} cubits entrelazados, se puede enunciar que el grado de
entrelazamiento es dependiente de un parametro r € [0,7/4] asociado a la aceleracion
a € [0, 0], asi como del nimero de ctibits no inerciales, de tal modo que las funciones de
entrelazamiento decrecen mas rapido conforme aumenta el nimero ¢ de observadores no
inerciales. Sin embargo, en este escenario, el entrelazamiento nunca desvanece a/’un en
aceleracion infinita.

Un interesante resultado de la negatividad Ni_(,—1) es que ésta es la misma en estados
GHZ en un marco de referencia no inercial con igual niimero de cubits acelerados, siempre
que al menos haya un observador inercial en entre los (n—1) modos, sin importar el nimero
de cubits entrelazados. Por ejemplo, la negatividad N;_4 de un estado GHZ pentapartita
con 3 cubits no inerciales es igual a la negatividad N;_;5 de un estado de 18 cubits
entrelazados con 3 ctbits no inerciales.

El entrelazamiento residual total de estados GHZ n-partita en un marco de referencia
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no inercial Ty l;[ es dependiente del ntimero de observadores no inerciales y del parametro
r € [0,7/4]. Este puede incrementarse por medio de crear estados GHZ con més cubits
inerciales para un nimero fijo de observadores no inerciales. Esto es porque a mas cibits
inerciales el entrelazamiento se comparte entre mas partes, lo que le brinda robustez.
Sin embargo, Ty 1;[ para n — oo la funcién cos®!(r) limita el maximo entrelazamiento
alcanzable en todos los casos estudiados. Por tanto, con base en la regularidad de la
forma de los estados GHZ en un marco de referencia no inercial, se puede establecer,
que para todo estado GHZ de un ntmero arbitrario de cubits no inerciales, también la
antes mencionada funcién sera la cota superior del entrelazamiento del estado GHZ. Es
propuesto que cos?(r) podria ser usado como una buena aproximacién del entrelazamiento
residual total cuando ¢ > 1, porque en el peor escenario (cuando todos los cubits en un

estado GHZ son no inerciales) la cantidad (q7:rn)

- coqu(r)‘ es despreciable.

Usando cos*(r) evaluado en r = 7/4 como funcién del ntimero de observadores no
inerciales ¢ para varios estados GHZ n-partita en un marco de referencia no inercial. De
este modo, se determina que para ¢ = 4 solo 10% de el entrelazamiento completamente
inercial se conserva. Aun peor, para ¢ = 7 la perdida de entrelazamiento es de mas del
99 %. Esta observacion deberia ser tomada en consideracion en el estudio de las tareas de
procesamiento de informacion cuantica aplicada al desarrollo de redes cuénticas y otras
tecnologias cuénticas, ya que tareas tales como la destilaciéon y la correcciéon de errores
cuanticos estaria severamente comprometida.

LA entropia aumenta conforme aumenta el nimero de observadores acelerados. Es la
misma en estados GHZ con igual niimero ¢ de observadores no inerciales, siempre que
exista al menos uno inercial entre el sistema. La entropia es una funciéon de r y ¢, pero no
de n. Ademas, una féormula muy util para calcular la entropia (g’n) de los estados GHZ
n-partita en un marco de referencia no inercial fue producida.

Un posible futuro en esta linea de trabajo podria incluir el estudio de un modelo mas
general para la descomposicion de los estados en coordenadas de Rindler. La investigacion
méas general de los estados W-class. A la luz de que otros tipos de estados cuéanticos
poseen propiedades de robustez ante los marcos de referencia no inercial, otros tipos de

estados cuénticos deberian ser explorados. También serfa importante investigar dentro
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del formalismo de los canales cuanticos debido a su perspectiva mateméatica acerca del

amortiguamiento del entrelazamiento debido al marco de referencia no inercial.



Apéndice A

Apéndices

A.1. Toolbox para las operaciones basicas en computo

cuantico

Este codigo se desarrollo en MATHEMATICA11.3 para ayudar en la realizacion de los calculos de
vectores de estado, matrices de densidad, la traza sobre las regiones no accesibles, las transpuestas parciales
y las entropias.

Para la realizacion de los productos directos se uso:

DirectProduct[a_, b_, c___] := (
0ff [KroneckerProduct: :argmu] ;
\[Rho] =
KroneckerProduct [{KroneckerProduct [{a}, bl [[1]11}, cI[[
111;
On [KroneckerProduct: :argmu] ;
If [Length[\[Rho]] <= 1, \[Rho] [[1]], \[Rho]]
)

CircleTimes = DirectProduct;

Definir un vector de estado usando la funciéon previa se puede hacer haciendo lo siguiente (tip: también

puede ser usada la notacién ®)

k0 = {1, 0};
k1 = {0, 1};
kOA = kO;
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k1A = ki;
kOB = kO;
k1B = ki;

kOR = Cos[r]*DirectProduct[k0, k0] + Sin[r]*DirectProduct[kl, ki];

k1R = DirectProduct[k1l, kO];

psi=1/Sqrt[2]*(DirectProduct [kOA, kOB, kOR] +

DirectProduct[k1A, k1B, k1R])

Un vector obtenido de esta manera se puede almacenar usando la tecnologia de SparseArray para

manejar matrices grandes.

psiS = SparseArray[psil

Para el célculo de una matriz de densidad se puede usar la funcién KroneckerProduct

rho_ABR1R2 = KroneckerProduct[psiS, psiS];

Para trazar sobre las regiones no accesibles se puede usar el siguiente script que sirve para trazar

sobre los primeros (n-1) cubits.

\[Rho]in = "input density matrix"
n = Log[2, Length[\[Rholin]]; T = 2°n; q = 4;
\[Rho] = SparseArray[Table[{2"k, 2"k} -> 0, {k, n - 1}]];
For[j =1, j<=T/4, j=j+2°@-q- 1),
rowTEMP = SparseArray[Table[{2°k, 2"k} -> 0, {k, n - q}1];
For[i =1, i<=T/4,i=1i+2"(n-q-1),
rowTEMP =
Join[rowTEMP, \[Rholin[[(j - 1)*T/2"(n - 2) +
155 (3 - D*T/27(n - 2) + T/27q, (1 - 1)*T/2~(n - 2) +
1;; (A - 1)*T/27( - 2) + T/2°
qll + \[Rholin[[(j - 1)*T/2~(n - 2) + T/2°q +
155 (G- D*T/27(n - 2) + T/2°(q - 1), (A - D*T/2°(n - 2) +
T/2°q + 1 ;; (i - D*T/2°(n - 2) + T/2°(q - DI], 2];
1;
\[Rholtemp = rowTEMP[[1 ;; T/2"q, \!\(TraditionalForm\°‘
\*FractionBox [\ (T\),

SuperscriptBox [\ (2\), \(q\)1] + 1\) ;; \!'\(TraditionalForm\°*



APENDICE A. APENDICES

\*FractionBox [\ (T\),
SuperscriptBox[\(2\), \(q\)1] +
\*FractionBox [\ (TraditionalForm\‘T\), \(2\)1\)1];

\[Rho] = Join[\[Rhol, \[Rholtemp];

1
"output density matrix" =

\ [Rho] [[

T/2 + 1 ;; T, \!\(TraditionalForm\“1\) ;; \!\(TraditionalForm\‘

\*FractionBox [\ (TraditionalForm\‘T\), \(2\)1\)1];

Pero para trazar sobre el dltimo cibit es necesario usar el siguiente codigo

\[Rho]in="input density matrix";

n=Log[2,Length[\ [Rho]lin]];

T=2"n;

\ [Rho] temp=SparseArray[Table[{2"k,2"k}->0,{k,n-1}]1];
b=0;

list={};

For[j=1,3<T,j=j+2,

a=0;

For[i=1,i<T,i=i+2,
\[Rho]temp[[i-a,j-b]]=Tr[\[Rholin[[i;;i+1,j;;j+1]11];
a++

1;

b++

]

"Output density matrix"=\[Rho]temp;
Una funcién para trasponer los primeros (n-1) ciibits se muestra a continuacion.

\[Rho]in = "input density matrix"

n = Log[2, Length[\[Rholinl]; T = 2°n; q = 4;

\[Rho]ltemp = SparseArray[Table[{2"k, 2"k} -> 0, {k, n}]];
For[j =1, j<=T, j=3+T/2°(q - 1),

For[i =1, i<=T, i=1i+T/2°(q - 1),

matA = \[Rholin[[j ;; T/2°(q - 1) + j - 1,

i; T/2°(q - 1) +1 - 11];
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rowTEMP =
Transpose [{{matA[[1 ;; T/27q, 1 ;; T/27qll,
matA[[1 ;; T/2°q, T/2°q + 1 ;5 T/2°(q - D11}, {matAll
T/2°q + 1 ;; T/2°(q - 1), 1 ;; T/2°q11,
matA[[T/2~q + 1 ;; T/2°(q - 1), T/2°q + 1 ;; T/2°(q - 1D]11}}];
\[Rholtemp[[j ;; T/2°q + j - 1, i ;; T/2°q + i - 11] =
rowTEMP[[1]][[1]1];
\[Rholtemp[[j ;; T/27°q + j - 1, T/27q + i ;; T/27(q - 1) + i - 1]]
rowTEMP[[1]1]1[[2]1];
\[Rho]temp[[T/27q + j ;; T/27(q - 1)
rowTEMP[[2]] [[1]1];
\[Rholtemp[[T/2°q + j ;; T/2°(q - 1)
T/2°q + i ;; T/2°(q - 1) + i - 1]]
]
]

"output density matrix" = \[Rho]temp;

+

j-1,1i;; T/27q + 1 - 1]1]

+

j-1,
rowTEMP[[2]1] [[2]];

Pero para transponer el ultimo cubit siempre serd necesaria la siguiente férmula.

\[Rho]in = "input density matrix"
n = Log[2, Length[\[Rho]inl];
\[Rho]temp = SparseArray[Table[{2"k, 2"k} -> 0, {k, n}]]
For[j =1, j <=2, j=j+ 2,
For[i =1, i <= 2"n, i =1 + 2,
\[Rholtemp[[j ;; j + 1, i ;; i + 1]] =
Transpose [\ [Rholin[[j ;; j + 1, 1 ;; i + 1111;
]
]

"output density matrix" = \[Rho]temp;
La negatividad fue calculada con el siguiente algoritmo.

rhoDtoM = "input density matrix"; (*Use Normal[ ] in case SparseArray[ ] was usedx*)
eigenvals = Eigenvalues[rhoDtoM];
negativeEigenvalsTest = Map[IsNegativeFunctionlD, eigenvals];
negativeEigenvals = eigenvals*negativeEigenvalsTest;
Negativity =
2xSum[Abs [negativeEigenvals[[i]1]], {i, Length[negativeEigenvals]}];
"Negatividad" = Simplify[Negativity]
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donde IsNegativeFunctionlD esta definida de la siguiente manera:

IsNegativeFunctionliD[func_] := Module[{func = func},
contradominio = Tablel[
func /. r -> x
{x, 0, N[\[Pil/4], N[\[Pil/1024]1}];
contradominio =

contradominio /. Indeterminate -> -1;

negativematrix = Map[If[#1 < O, True, False] &, contradominio];
checknozero = Total[contradominio];
checkallnegative = AllTrue[negativematrix, TrueQ];

If [checknozero != 0 && checkallnegative, 1, 0]]

Finalmente, para calcular la entropia de von Neumann se sigui6 la secuencia de comandos del siguiente

parrafo

Entropia[\[Rholin_] := -1*Module[{\[Rho]temp = \[Rholin},
entropyTEMP = 0O;
eigenvals = Eigenvalues[\[Rho]temp] ;
For[i = 1, i <= Length[eigenvals], i++,
If [TrueQ[eigenvals[[i]] == 0],
Continuel[];
entropyTEMP =
entropyTEMP +
eigenvals[[i]]*Log[2, eigenvals[[i]]];
1;
1;
entropy=entropyTEMP
]
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